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序

本书是从一学季’的拓扑学课程讲稿，经过陆续修改演变而成

的.这门课是给具有初等微积分基础的学生讲授的.书中增加了

一些内容，使得本书适用于一学期的课程.这种课程现正在俄勒

冈州立大学2-3年级里讲授.这里所讲的拓扑学，更确切的说，是

从直觉的观点而不是从公理的观点来阐述的.其中某些概念是基

于学生的经验而非正式地引入、讨论和使用的.只当直觉的基础

显得不够精确时，才给出这些概念的正式定义.例如，尽管在我们

的许多例子中，通常的三维空间图形占着极显著的地位，但却没给

出三维空间的定义.在对集合进行较为正式的讨论(第6章)之

前，“集合”一词就已被非正式的使用着.我们几次都未作任何引证

而使用了Jordan曲线定理，只是到了第5章才给出一个特例.

在这本简明教程中，不可能阐述拓扑学的所有方面;说实话，

只介绍给学生少许经选择的题目，使他们能够对这一学科中的一

些结果的类型和证明方法有所了解.第零章简明地计论了包括数

学归纳法在内的一些数学的证明方法.也许最好的方法是将这一

内容做为课程进行中的参考资料，而不在学生尚未感到需要这些

证明方法之前就讨论它.开始时，我们把拓扑考虑成“橡皮几何”.

第1,2, 4章讨论网络与地图中的一些问题.所有这些问题的叙述

十原文为。ne--quarter，当今美国许多大专院校把一学年分成三个或四个quarter,
每个quarter比一学期的时间略短，—译者注



都是浅显而易于理解的，但是其中有些问题，尽管一些一流的数学

家多年来付出了相当大的努力，直到现在还未获得解答.第3章

给出一些识别拓扑等价图形的实际事例，这些仍然完全是从直觉

观点出发的.

第5章给出在多边形特例中的Jordan定理的证明.这个定
TM决.众乙一1二T万习二人八华丫丰1_r竹.护六甲'4'  Ei攫    -- 1,G7 -ki- -1- ,4L, --9- W5 }W      }儿  A_ P1 -*,T t、I kx
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会到不同的公理基础能够应用于这种研究的乐趣.第6章给出集

合论的一个引论.

最后两章是这本入门书的主要部分.第七章讨论了变换，定

义了拓扑变换(或称同胚)，证明了Brouwer的不动点定理;与学

生以前获得的经验保持接触是通过经常引用他们所熟悉的一些函

数来维持的.本章还定义了变换的标数，这个概念被用来证明代

数的基本定理.第8章将三维空间的直觉概念一般化，从而给出距

离空间的定义，并且进一步地将距离空间的概念一般化，得出拓扑

空间的定义.本章里有许多例子.第八章的最后三节讨论了连通

性、紧致性及完备性.

在本书的准备过程中我借助了许多书籍和论文.本书中的某

些问题及证明均来源于这些书籍和论文中的资料.图2-3.12引

自Burton W. Jones的《数学基本概念》(Elementary Concepts

o f Mathematics;  New York;                  Macmillan, 1947);图3-2,

5b引自《数学与想象》(Mathematics and the Imagination;

Copyright 1940.由于其版权所有者善意的许可，这里再次使用

了它们.

作者尤其感谢Harry E. Goheen教授，Patricia Prenter小

姐，以及Sheldon T. Rio教授，他们分别读了本书原稿的某些章

节并提出了一些宝贵的建议.当然，书中仍然存在的所有错误由作

者本人负责.
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本书使用了一些特殊符号:其结果在后面的章节里要提到的
习题记以符号“#”;特别难的习题用星号“*”标记;符号“《”用来表
明证明完毕.

.B. H. ARN Q LD
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零

数学命题与证明

0-1命P&

我们不打算对“真”与“假”的意义进行哲学式的讨论，而是认

为这两个字的意义是已知的，我们将命题定义为任一组符号，这

组符号构成一个有意义的论断，且具有性质:这一论断确切地为真

或确切地为假，但不能既真又假.

例1.1下列三项各为一命题:

(a)乔治·华盛顿是个卖国贼.

(b)2+2=4.

(。)月亮是绿乳酪制成的.

例1.2下列三项都不是命题:

(a)所有的minx y从前都是borogrovete

(b)小偷，站住!

(。)这个命题是假的.

可以用几种不同的方式把几个命题组合起来而构成新的命

题.由于这种组合在数学里经常出现，所以有必要把它们弄明白，

以便认识特定的句子或句子组所表达的信息.

否定也许是最简单的命题演算.如果尹为任一命题，我们可

以建立一组符号“非p;.如果我们约定:在与夕为假完全相同的

条件下，“非p”为真，并且在和p为真完全相同的条件下，“非p”为

假，那么“非p;这组符号就成为一个命题.这是因为p是作为一

t原文“All minsy were the borogroves"出n <l爱丽丝奇遇记》，该书作者爱生

造字。其中minsy和borogrov。乃是英语中不存在的字.在数学中是认为无意义

的，—译者注



个命题给出的，它不是真就是假，不会既真又假，而上面所提到的

约定赋予了“非p;这同样的性质，所以“非p”就成为一个命题.

这个约定归结为图1. 1.其中字母“尹，与“尸，分别用来表示

“真”与“假”.因为这个图表说明了在什么情况下命题“非p”为真，

所以称它为“非p”的真值表.当然，此表也说明了“非p”为假的那

些情况.

非夕

F

图1. 1“非尹”真值表

这里只提一下与否定有关的另一件事.根据语法’，一个命题

尹的否定式可由在命题p内部的某处添上一个“非””字来构成.

也有可能用其它的迂回说法，如象使用“这是假的⋯⋯”这种句式，

然而这些都很容易看出来，不会造成混乱的.

否定演算是作用于单个命题的.图1.2描述两种演算，它们

可作用于两个命题而产生另一个新命题.若p是一个命题且q也

是一个命题，我们可以建立一组符号知并且q”以及另一组符号

知或q;.如果我们做如图1.2中给出的真与假的约定的话，这两

组符号都成为命题。以上所说的基本上是我们所熟悉的，但有一点

必须加以注意，即“或”(or)这个词在英文的一般用法中有两种不

同的意思.有的时候，它意味着两种可选择的情况中，恰有一种(两

者不能同时均可)发生，有的时候，它意味着两种可供选择的情况

中至少一种发生.(例如:我要和玛丽或珍妮去跳舞.当我教课时，

我总是穿着上衣或结个领带.)在数学里以“或”的第二种意思做为

士此指英语语法.

材原文为“。。‘”.—译者注
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其标准意义.即我们将总是在“两种可供选择的情况中至少一种发

生”这个意义上使用“或”这个词，这正象图1.2中所表示的那样.
里:，一，兜一一71;L月一;;昌一t{e‘

.}        4      p并且q夕或q
T         T         T           T

T         F         F           T

F         T         F           T

.‘_。:1F，F，F一。一_!
图l. 2知并且4”和，或q”的真值表

此外还有两种特别重要的演算可作用于两个命题.这两种演

算给出的结果分别为:“若p则q”和知当且仅当q;.它们由图1.3

描述出来.由于许多数学定理都是用这两种形式之一表达的，所

以仅仅为了在尝试证明之前理解一个定理的意义(或理解某人的

证明)，就需要知道这两种形式.

p当且仅当q

T

F
尸
少

若},n}1q

T

F

T

T

q
T
F
甲
F

夕
T
T
F
F

图1.3“若p则a’’与，当且仅当q l)的真值表

可认为命题“若尹则q”有以下的要求:在每一使命题尹为真

的情况下，它要求命题q也为真.这就是这个命题的全部要求.

特殊的是，在每一使命题尹为假的情况下，这一命题不要求任何东

西.要强调的是命题“若p则q”既不表明命题p为真，也不表明

存在一个过程，使人能够从p出发，通过一定的演算而最终达到q.

此命题所表明的只是:每当p为真时q也为真.

例1.3下列命题为真:

{.a)若2一十一2 =-5，则3十4二7s

(b)若2+2=5，则3十4=6.

多



‘。)若2十2二4,则3+4二7.

例1.4’一厂列命题为假:

(a)若2-;-2=4，则3-x-4- 6.

任一具有“若P则q”形式的命题称为蕴涵(imp 1ication).

在英语中，这种命题可以用多种不同的方式来表达，图1.4给出了

其中几个常用的表达方式一读者应该能够认一识:这些表达方式中的

每一个都与命题“若P则q 7l表达同样的意思.

建议每个学生都要J卜常熟悉每个特定命题的各种不同的形

式.这样他就能以这些形式做为比较的标准，去决定任一其他这

徉命题的意义，这命题具有与他的标准形式之一相同的表达形式.

例如考虑命题“如果我有1-000美元，那么我就能与1'vett。约会.”

(a)若p则q

(b) p是q的充分条件

(c)  q是p的必要条件

(d) p蕴涵q

(e)  q由于p

(f ) p仅当q

(9) q除非“非犷，

(h)  q若p

图1.4相同蕴涵的不同表达式

(a) p当且仅当q

(b) p iff of

(。)尹是q的充分必要条件

(d)若p则q，反之亦然

(。)q当且仅当p

图1.5等价命题的不同表达式

十简略写法+ if f 'l意指“当一且仅当”(“ 2f and only汀”)。这种写法经常被使用，以

便获得比用其他形式容易读的效果。—原著者注



图1.3中的最后一列中命题，当且‘仅当q”是，若q并且夕

仅当q”的一个简略表达方式，参照图1.4的等价形式表，此命题可

表达为“若p则q，并且若q则p.”如图1.3所示，这个命题所说的

是:p与q具有相同的真值，意即:或者两者皆真，或者两者均假.

两个具有相同真值的命题p, q称为等价.若p, q为等价并且想要

证明mrr为真，那么只须证明n为真就行了.与蕴涵一样，等价命题

有几种表达方式.图1.5列出了那些最常用的形式.

将命题“若p则q”和命题“若非q则非p”各作一真值表，很容

易看出这两个命题是等价的.由此，若把命题“若非q则非p”的各

种表达形式包括进去，图1.4所示的表达形式数目就得增加一倍.

在数学中我们经常考虑诸如x2>--1这种含有一个或多个变

量的表达式.这种表达式不是命题，因为我们不能说出这种表达

式是真或假，除非我们了解所含变量的数值是怎么回事(若x代表

“狗”，我们所举的例子就成为无意义的).当这些变量有某些适当

的辅助条件时，这种表达式就成为句子.这些辅助条件称为量词

(quantifier).我们将对量词的两种不同类形感兴趣.就例子

x2>一1来说，我们能够得到两个句子:

对所有的实数x, x2>一1                          (1)

和

有一个实数x，使得x2>一1.                        (2}

这两个句子都为真.注意:若我们考虑的不是实数而是复数

的话，那么第一个句子为假，但第二个句子仍为真.显然句子(1)

能够表达为:如果x为一实数，则x2>一1.有的时候则要求读者

从上下文或经验出发去理解量词所包含的部分条件.这样，如果

上文指出考虑的是实数时，_七面的句子(1)可简单地写作:

对所有的:' x2>一1,

其他三种具有完全相同的意义的形式是:

，



对任一x, x'>一1.

对每个’x, x2>一1.

对每一”x, x2>一1.

同样，在适当的上文中，句子(2)可写为:

有一个x使得x2>一1.
-tf- !tL一7f-t..  M  --A- rk-r A  -Lrt rat .r_ r，，、、，1_ r -Fir, I，’‘r"ll

步女,tti-ij二二' I t' -A-们7C }个目!叫[TV息又"9八足:

存在一个二，使得x2>一1.

对某个二，x2>一1.

至少有一个二，使得x2>一1.

将一个量词作用在含有一个变量的表达式，由此而构成句子，

似乎不会引起混乱.但是学生们经常在理解上的困难是:对于同

一个表达式相继地使用了两个不同的量词，所表示的意思是什么?

有一个协定(下面将要说明)，它非常有助于解释这种表达式.例
如，考虑下面两个句子:

对任何正数x，有一个正数y，使得

x2一y2> 0.

有一个正数y，使得对任何正数x，有

x2一2Y>0.

这两个命题是不相同的.我们约定:句子中变量的顺序规定着我们

对变量的值进行选择(或决定)的次序.由此，在上面的第一个句

子中，x先被提及，然后再提到那这就意味着先选择二的值，然后，

在知道了对x的选择后，再对J的值加以选择.当然，这两个选择

还有另一个不同之处，即我们必须对所有可能的x值加以验证，而

只须验证一个Y值;且Y的值可随x值的改变而改变.上面的第一

个命题为真，这是很容易看出的.不管正数x如何选取，我们可选夕

t原文为for each.

tt原文为for every.
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为喜二;这个，值是个正数，并且可有:
乙

x2一;2一合一导x2>0.
现在我们来考虑上述的第二个句子.在这个句子里，先提及y

再提到x，因此y值必须先选定，在选定y值之后再选取x的值.

再则，虽然一个y的值就够了，但必须验一证所有可能被选取的二的

值.这第二个命题是假的.因为不可能找出一个y值，使得当y

等于此值并保持不变时，将所有可能的x值代入式子x2, y2，使

x2-y2>0恒为真.事实上，假如有人建议用正数9。做为y的一个

值，那么我们一定会考虑二值中的一个值喜，。，而由这两个值就
一“‘.一’‘““‘/“一.““’一’一’户‘’一2J.   "’..一一’‘”一‘“‘

有:

M2   .,2_
山—y一 -A yo一yo=一-AY o

任任

<0.

上面的例子说明包含量词的命题的证明过程.注意，如果我

们考虑的是一个具有形如“对所有的x⋯⋯”的命题时，为了证明

这个命题为真，就需要依次考虑x的每个值，或者给出一个对每个

许可的x值都有效的讨论.在证明这个命题为假时，则只须找出

一个x的许可值不满足命题中由虚点所表示的条件就行了.这样

的x值称为命题的反例.

如果我们考虑形如“有一个:，使得⋯⋯”的命题，那么为了

证明此命题为真，只要给出一个x的许可值作为例子，使它满足由

虚点所表示的条件就行了.为了证明此命题为假，就需要考虑每

一个x的许可值.

还有一点需要注意.情况有时候是这样的，假定量词可以从

上下文中看出来，而不把它写出来.例如，等式

1一{一2十⋯’一儿=
n (n --}-1)

2
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可能应该理解为:

对所有的正整数n, 1+2十⋯+n
n (n+1)
一2

关于与变量出现的顺序相关的约定以及关于量词命题的证
明，习题中将给出进一步的练习.学生必须透彻地理解这一约定，
因为这整本书里处处用到它(注意:并不是所有的作者都接受这一
约定).

习题

1.下列哪些是命题?在这些命题里哪些为真?对某些题可能需要由经验
或句子的上下文做出某些假设，如果需要，就做些假设.但记住，这些假
设是由你作出来的.

(a)1+2=3

(b)△+口=o.

(C)我漂亮.

(d)多好啊!

(e)我漂亮或者我丑.

(了)我漂亮并且我丑.

C9)若我漂亮则我丑.

(h)我漂亮当且仅当我丑.

(i)二的十进小数点后第10,000位的数字为3

(i)二写成十进小数时，在它的数字里有无穷个3.

(k)如果那是真的，我就是猴子的叔叔.

(t)如果火星上有生命，那么这门课程就很有趣了.

(饥)让那里平静.

(，)我身高七英尺多除非我二百多岁.

(。)身高超过七英尺是年过二百的充分条件.
(p)只有七英尺高的人才二百多岁.

(q)所有七英尺高的人都二百多岁.
(，)若2+2=4，则不是3-}-2=5就是3-}-617,
(F)不是3十6=7，就是若2-f-2=4，则3-}-2=5,

.8



(t)若2+2二4，则3-x-2=5且3十6=7.

(u)3+6=7，且若2-}-2=4，则3+2=5,

(v)若3-}-6=7，则2+2=5且0-1-2二5,

(w) 3+2=5，且若3-}-6=7，则2+2=5,

(x)若2-}-2 =-4且3-}-6=7，则2+2=5,

(y)若2+2=4或3-}-6=7，则2-}-2-5,

又名)右艺十Z=  4或3十b=l,则J十G二5且L十乙-认

2.准确说出下列情况中命题的意义并决定命题为真或为假.利用本书中

所解释的关于出现顺序的约定并注意你自己从经验或上下文中所加的

假设.

(a)每个男人都有一个好妻子.

(b)有一个对每一个男人都是完美的妻子.

(。)对每个x，有一y，使得x+y=5,

(d)有一个y，使得对每个x有x+ y =5,

(e)对每个x，有一y，使得xy = x,

(f)有一个y，使得对每个x有x y = x,

(9)每一天都有一天跟在它后面.

(h)有一天跟在每一天的后面.

(2)对每个数字x, (0<x-<l)，有一数字y(1<y<2),使得x-}- y<2,

(i)有一数字y(1<y<2)，使得对每一数字x(0<x<1)有x十y<2.

(k)有一数字y (1 <y-,-- 2)，使得对每个数字x(0<x<l)有二+y}2.

(l)每个父亲有一个孩子，使得:若孩子超过10岁，则父亲超过20岁.

(rn)有一个孩子使得:对每个父亲，若这个孩子超过10岁，则父亲超过

20岁.

(二)有一个孩子，使得:若这个孩子超过10岁，则每个父亲都超过

20岁.

(。)对每一个x(0<x<l)有一个y(1<y<2)，使得:若0<z<y，则

x+z<2

(p)有一个y(1<y,2)，使得:对每个x(0<x<l)，若0<z<y，则x
+名<2

(q)对每个实数x。和惊个:>。，有一个6 > 0,使得:若Lx--xoi<6，则

}x2一x00{<e o

，9



(r)对每个。>o，有一个6>o，使得:对每个实数x0，若!二一二。1 <(5，则
}x2一2x0!<。.

(s)对每个实数x。和每个。>0，有一个6>0，使得:若(x一x0(<6，则

}2x一2x,!< E,

(t)对每个。>0有一个6>0，使得:对每个实数xo，若1二一二。1<6，则

!2x一2x,!<。.

#3.令p, q和r为任意给出的命题，证明下列的每一命题与共余的每一个

等价.(提示:利用真值表表示，如果这些命题中的任何一个为真，则所

有命题为真，并且若任何一个为假，则全部为假.)

(a}若p则q.

(b)若非q则非p.

(c)若p并且非q则q.

(d}若p并且非q则非p.

(e)若p并且非q则r并且非r,

0-2证明

数学上的很多定理都可以写成蕴涵的形式:若p则q.本节

我们阐述证明这种蕴涵的几种可能方法.我们只讨论一般证明方

法并且假定学生们都熟悉证明中每一步骤的有效性.

尹与q为给定的命题.我们知道“若p则q”当然是一个命题.

那么我们怎样才能够证明它是一个真命题呢?图1.3的真值表中

的第三列说明没有必要去考虑p为假的任何情况，因为在那些情

况下，“若p则q”恒为真，不管所用的q是什么命题.由此，我们可

把注意力限制在p为真命题的情况，即是说可以从命题p为真这

个假设出发.而在这种情况下，图1.3表明了蕴涵“若p则q”只能

在q为真的相同情况下才能为真.也就是说，我们希望能得到q

为真的结论.随之我们也就明白了，证明蕴涵“若p则q”的一个可

能方法是，从假定命题p为真出发而演释出q为真.在这一演释过

程中，任何有效的步骤都可以使用。一个由这种方法完成的证明称
1口



为蕴涵“若l'则q”的直接证法(direct proof),

例2.1给出一个蕴涵“若夕则q”的直接证明:若n是一个
奇整数，则n2为一奇整数.

证明:由假设，我们知道、是一个奇整数，因此n-1是一个偶

整数.由此
1，_、，，二，_、.二.
;}(n- i),,一个NE数
‘

设它为:

1

一夯(n一1)=m,
乙

对n解出这个方程，得

n二2m一十1,

方程两边同时平方，得

n2=(2 m -}-1)“=2(2m2+2 in)+1.

这最后的形式表明n2是一个奇整数.证明完毕.《

我们已经提醒过，如果两个命题等价，那么对其中一个命题的
证明也就是对另一个命题的证明.第0-1节中的习题3列出了
5个命题，其中的每一个都与蕴涵“若P则q”等价，且都具有蕴涵
的形式，因而我们只须给出这些蕴涵中任一命题的一个直接证明

就可以了.第0-1节中习题3从(b)到(。)的蕴涵中任何一个命题
的一个直接证法称为蕴涵“若P则q”的一个间接证法(indirect
proof).这样的证法(尤其是那些基于形如(b) I (d)或(。)的蕴涵
的证明)有时也称为矛盾证法(proofs by contradiction).有各
种特殊的名称用来称呼这些间接证法的特殊型式，在此我们不去
详谈.

例2.2给出下述蕴涵的一个间接证明:若n是一个整数，‘白
的平方为偶(整)数，则n为偶数.

证明:(用矛盾证法):令P为命题:

n为整数，其平方为偶数.

令q为命题:



n为偶数.

用这些记号，要求我们给出一个蕴涵“若p则q;的间接证明.我

们将给蕴涵“若非q则非p”一个直接证明.将这个蕴涵完全写出
来就是:

若n不是一个偶数，

则n不是一个平方为偶数的整数.

由假设，我们有:;n不是一个偶数.我们考虑两种情况.

情况1.  n不是一个整数.在这种情况下，显然n不是一个

其1卜方为偶数的整数，因为n根本不是整数.

情况2.n为一个奇数.在这种情况下，n2也是一个奇数

(例2. 1);所以、也不是一个其平方为偶数的整数.《

注意:例2.2的证明中，大部分材料通常是被省略，而留给读

者去补充的.完整的证明通常写成如下:证明(矛盾证法):设。为
一奇数，则有n',也是奇数(例2.1).因此得证.《

读者应看出，在这较短的叙述中有几个步骤被省略了.要求
读者能补充这些步骤.

例2.3证明VT是无理数.

证明(矛盾证法):设了T为有理数，则它可写成一个最简分
数，令之为

竺二_/万
饥’、“，

其中。和m为整数.它们除了1以外没有其他公因数.因此，n二
了2m，或者，若等号两边同时平方即得

矿二2 m2.

由此，n为一个其平方为偶数的整数，由例2.2知n为偶数.令n=

2r，并把它代入上而的方程式中，我们可看出((2r) 2 =2 m2或写成
2r2=m2，

了②



但此式表明饥为一个其平方为偶数的整数;因此m为偶数.这与命

题4i n与m除1以外没有其它公因数”相矛盾.《

这个证明的讨论，我们留作为练习(习题11),

习题

习题1至,n1V的说明:证明问题J.一in1V的每个蕴涵并讨论你的证明.它

是直接的还是间接的证明了若是间接的，那么所使用的是第0-1节问题3中

的哪一种形式?试给出同一蕴涵的儿个不同的证明.是否有一个证明看起

来容易或自然些?注出你由经验或上下文所做的假设.

1.若x2一3x+ 2 = 0，则x二2或x=1.

2.若x=3，则x2 +2x一15=0.

3.若x2 + 4x-}-1==0，则x<5.

4.若x>0，则x2一2x-f-2>0.

5.若AB, CD为同一平面内的两直线，且.每条直线都垂直于此平面中一

给定直线，则AB与CD平行.

6.若一三角形的两边相等，则这两边所对的两角相等.

7.若一三角形之两边不等，则这两边所对的两角不等.

8.若y=x2，1<y<4，则x<2,

9.若x2少-}- z 2 -- 0，则x=0, y=0, z= 0.

10.若x=2, x2+2x3y一3y4“0则y年x.yA=

11.讨论例2.3的证明.它是直接的还是间接的或是其他证法的?(提示:先

将所证的定理表述为一蕴涵.)

12.检验几个数学定理的证明.这些定理是蕴涵的形式吗?若不是，它们能

很方便地表述为蕴涵吗?这些证明是直接的还是间接的?它们使用了

第0-1节问题3中的哪种形式?(也许用到了其他的形式，并不是所有

可能的形式都列在第0-1节问题3中的.)

0-3数学归纳法

第0-2节中所讨论的证明方法对证明任何蕴涵都是行之有效

的.当然一种方法可能比另一种方法更方便，而我们也可能试用
1多



了所有的方法却仍不能得到证明，但是每一个方法都是构成某种

特定蕴涵的证明的一种可能性.本节我们将讨论一种证明方法，

它只适用于一种非常特殊类型的定理.这种方法相当重要，因为

这种特殊类型的定理在数学中经常出现.

我们考虑一个定理T和一组无限个定理TI) T21 T39 ... ...，使

得:定理T为真，当且仅当定理T17 T27 T37⋯⋯的每一个均为真.

即:T等价于

T1并且T:并且T3并且⋯⋯

这一类型的定理T经常(但不总是)表明，某个包含着变量、

的条件被满足，其中、为正整数.

例3.1定理

T:若n为一整数，

则1十2十3十⋯⋯十n二n (n+1)

它可表示为:

卜1.21
夕

并且T2.

并且T3.

，、2一2.32，

1十2一、3一3.42}'
并且⋯⋯

我们如何才能证明这样的定理呢?定理T可表述为一个蕴涵

的形式(例3. 1)，因而也许可以采用第0.2节中的某一种方法.

但是因为T又可以表述为

T;并且T:并且T3并且⋯⋯，

因而就有另外一种可行的方法.这种方法称为数学归纳法(ma-

thematical induction).我们将首先说明，用数学归纳法给出证明

14



时所必须履行的步骤，然后我们按这些步骤证明例3.1的定理，用

以说明这种方法.然后，说明采用这些步骤作为定理T的证明之所

以近似合理的一些理由.一个数学归纳法的证明中有两个步骤:

步骤1证明定理TI.

步骤2证明蕴涵:T。蕴涵Tk+l.

步骤I1的说明:任何可应用的方法都可用来证明定理rP.1.

通常的情况是T;乃是一个很简单的结果，它很容易证得或者它也

许是已知的.

步骤2的说明:对与步骤2有关的两点需予以注意.第一，我

们要证明的是蕴涵“若T。则Tk+l.我们不关心T。真假与否，而只

关心每当T。为真时必导至T k+l亦为真.证明这一蕴涵可使用第

0-2节中的方法.第二，我们必须确定我们所给出的对蕴涵“若T,.

则Tk+l”的证明对每一个正整数k都有效.即我们必须同时证明

下列的每个蕴涵:

若T;则T2.

若T:则T3.

若T3则八.

当我们讨论采用步骤1和步骤2来证明定理T的近似合理性时，

这一要求的必要性就很清楚了.

例3.1(续)证明若n为任意正整数，则

1+2十3+⋯+n
r(n+1)

2

证明(数学归纳法):在上面的例3.1中我们已经看到了，这

一定理T可表示为T，并且T:并且T3并且·⋯⋯所剩下的事是

实现步骤1和步骤2.

步骤1定理T1是:
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1.2
1二一-二-.

2

这是完全明显的.

步骤2我们必须证明蕴涵“若T。则Tk+l” .其中T*是命题:

1十2十3⋯+k _k. (k+1)
2

Tk +;是命题

1+2+3+⋯+k+ (k十1)二 (k+1)(IC+2)
2

我们将给出这个蕴涵一个直接证明.

T，为真的情况上.亦即:我们从假设

hypothesis))

1+2十3⋯+k二

因此，我们把注意力放在

(称做归纳假设(induction

k (k+1)
2

出发.但由此可得

1+2十3+ ___。，.。，，.。，、_k(k+1)，，。，，、
，”一下‘--r- k r; -r .l )一一一一几刃一一一一一t-lA; -7 11

乙

k- (k+1)+2(k+1)(k+1)(k+2)
一2一2

因而这个蕴涵得证.要注意的是此证明对每一正整数k都有效.《

现在我们来研究一个有趣的问题:为什么承认步骤1和2作

为定理T的证明是合理的?严格地说，步骤1和2确实构成对定

理T的一个证明，这总是当作一个公理而被接受的.尽管如此，每

个学生都应当对步骤1和2所完成的事情有一种直觉的感受，这

是很重要的.因此，我们将讨论承认这两个步骤为一个证明的合

理性，而不是仅仅把它像公理似地叙述为:我们要做什么.

我们知道定理少为真当且仅当TI, Ta,T3, ...⋯中的每一个均

为真.那么步骤1和2给了我们关于这些定理的一些什么信息

呢?让我们把由步骤1和2证明为真的那些定理列成一个表.步

16



骤I表明T;为真，于是我们将T;列在表上.我们在步骤2所证

明的一部分是

若T1则T2;

这样，由于T1已在表上，可以再加上T2.但是我们在步骤2中所

证明的一部分是:

芸甲。m11 T,:

这样，由于T:已在表上，可以再加上T3.同样地，我们在步骤2中

所证明的一部分是:

若T3则T4;

这样，T4就可以加进表里.⋯⋯等等.因而，由步骤1和2证

明为真的定理的表就包括了所有的定理T1, T27 T37⋯⋯，这就意

味着定理T为真.

现在我们就明白为什么步骤2中所给出的证明必须对k的每

个正整数值均有效是很重要的了.为了确保我们的表包含所有的

定理Ti,T29T3, ...⋯我们必须连续使用下列每个蕴涵

若T:则T2.

若T:则T3,

若T3则T4.

这样，我们必须确保步骤2中的证明的确证明了这每一个蕴涵.亦

即:它必须对lc的每个正整数值都有效.

例3.2若n是大于3的任意整数，则2"<n1

证明(数学归纳法):我们来考虑下面的值、- 4, 4, 596，  ......67     7

于是我们所要证明的定理T就轻易地分解为下面一组无穷多个

定理:

T1:24<41

T2:25<5!
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T3:2'<6!

Tk:2(“+“’<(k+3)1

Tk、1:2(“+4’<(lc+4)1

由此，我们的定理就变成可以用数学归纳法证明的了.(在数学归

纳法的证明中，并不给出这些开始步骤，但学生应该明白一个司用

数学归纳法来证明的定理的每一情况.)

步骤1

然为真.

步骤2

我们必须证明24<41，但这正是命题16<24，它显

我们必须证明蕴涵

若2k+3<(k+3)!，则2k+4,C (k-+- 4) 1

我们将给出一个直接证明.由归纳法假设我们有

2k+”<(k+3)1

但是对任意正整数k-, 2<k-+4.把这两个不等式的两边各自对应

相乘，我们就得

2·2k+3=2k十4<(k+3)1(k-f-4)=(k -}- 4) !

这就是所要求证的.《

还有一种稍为不同的证明程序，它也是我们所讨论的这一类

型定理所采用的一种证明方法.这种方法也叫做数学归纳法.我

们将它称为第二类型数学归纳法，以区别于前面所讲的方法(类

型1).我们将说明这种证明过程必须履行的步骤，并以下面例

3.3中实现的这些步骤来说明这种方法.采用这一过程来做为一

个证明，其合理性将当做练习(习题12)去讨论.在讨论到地图时

我们要用到这两种归纳法.

令T17 T27 Tai⋯⋯为一组无穷多个定理，并且令T为一定理，

它为真当且仅当定理T1lT2}T3}⋯⋯中的每一个均为真.下列两

个步骤可用来作为定理T的一个证明.

18



步骤1证明定理71 1.

步骤2证明蕴涵.

若T，并且T:并且T3并且‘⋯⋯并且T*一1，则TL..

步骤1的说明:这.与第一类归纳法中步骤1相同.可以证明，

步骤1在第二类数学归纳法中实际上是不必要的，但这里我们不

去讨论这个问题.(注意:在第一类归纳法中步骤1是必要的).

步骤2的说明:同样地，步骤2是证明某个蕴涵.我们不考虑

单个的定理TI, Z,:等等是否为真，步骤2中所要做的是证明这里

所说的蕴涵为真.对于第一类归纳法，必须注意我们对步骤2的

蕴涵所给出的证明要对k的每一个正整数值有效.将这个步骤2

与第一类归纳法中的步骤2作比较，就可以看出:在第一类中，我

们由假设每个定理紧前的一个定理为真而证明了定理Til T21

T3, ...... C除去第一个)中的每个定理;在第二类中，我仁、由假设每

个定理前面的所有定理为真来证明每个定理.

例3.3若n是大干1的整数，则n为一质数或者是可表示

为质数的积.

证明(数学归纳法):我们将使用第二类归纳法.学生应该使

自己明白，这是一个适用数学归纳法证明的定理.

步骤1考虑n=2，因为2是一质数，所以定理在这种情况

为真.

步骤2考虑任意整数no >1.由归纳法假设，适合1<m<

n。的每个整数m，必是一质数或者为质数之积.必须证明no是一

个质数或者是质数之积.此证明有两种情况.

情况1数字n。是一个质数.在这种情况下，步骤2的蕴涵

显然为真.

情况2数字n。不是质数.在这种情况下，n。有一个正整数

因子p，它适合1 <p<no.这样，no二  p"q,共中每个p和q都是大
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于1且.小于、。的整数.由归纳法假设，每个夕和q或者是一个质

数或者是质数之积.所以n。是质数之积.《

习题

习题1到11的指南:用数学归纳法证明问题1到11的每一结论.右

每个情况中，哪一类的归纳法显得更自然?试不用归纳法证明每一结论.

若n为一任意正整数，则

1.1二1
二一二十二一二十.”十-厂，，一丁二=
1.G   G.6        n又扑十1)

n

n十一1

若n为任意非负整数，则2n>n

在任意n边凸多边形中，内角和为(n--2)1800.(提示:利用平面几何的

一个定理:三角形内角和为1800)

令n为正整数，任一含有n个实数的集合中必有，一最大元素.

对任一正整数n,

1·3+2·4+3·5+⋯+n(，+2)=粤(n+1)(2n+7)
e

6.若n为大于1的整数，则在平面上n条不同直线相交的交点数最多是
]
.
-n(件一1)_
2

7.若。为任一正整数，则13+23+3s+... +n
n2 (n+1)2

8.若n为大于1的整数，则n的质因数的个数小于21og en,

9.若n为非负整数，则n2< 41,(提示:不用归纳法先来证明对任一正整数

”，2n+1<3n2).

10.若n为任意正整数，则a-b是an-bn的一个因子.「提示:an -bn --

(a”一ba”一‘)+(ba”一‘一bn)].

11.若、与m为任意正整数，证明存在一非负整数q和一整数:，使得。〔:

<m _l.;二mq -}- r.并证明整数q和，唯一地决定于n和。.

12.讨论采用第二类型数学归纳法的过程做为对定理T的证明的合理性.

13.讨论下面(假的)定理的证明:若。为任意正整数，S是确切包含”个实

数的集合，则S中的所有数字相等.

证明(归纳法):步骤1若n= l，结果是明显的.
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步骤2由归纳法假设，当n-k时结果为真;我们必须证明当n“  k -}- I

时结果亦真.令召为任意恰好包含k十1个实数的集合，将这些实数记作al,

a2,  as,  .....oak,  ak+1.若从中省去ak+l，我们得到k -个数字a, a2,

a.;由归纳法假设这些数字均相等.

al =a2=‘””’二ak.

若从S中省去al，我们也得到恰恰k个数字a2, as,⋯⋯，ak,  ak+l;由归

纳A;假设次些数字相等:

a2=a3=’““‘= ak - ak+1,

由此容易证明8中所有k -i- l个数字均相等.《



壹

什么是拓扑?

1-1欧几里德几何一瞥

当前我们只要对拓扑有一个直觉的感受就够了.在第7-3节

中再给出它的正式定义.注意一下拓扑与中学的普通几何(欧几

里德几何)间的相似性与相异性就能产生这种直觉的感受.

粗
欧氏儿何研究平面或空间图

形的某些性质.它并不考虑一个

图形的所有性质，而是只考虑其

“几何的”性质.那么我们怎样才

能分辨出某个性质是否为几何性

质呢?譬如我们可以注意一下图

1.1中所示三角形的下列性质: 图1.

(1)最长一边的长度为2英寸.

(2)三角形是用黑墨水画的.

(3)有一个角约为900,

(4)三角形是画在这一页的左边.

(5)约为90。的角在此页上处于较其它角为高的位置.

上述这些性质中哪些是几何性质呢?

问题的解答可建立在全等图形概念的基础上.所谓两图形全

等，当且仅当其中一个图形放在另一个图形之上使两图形完全重

合.一个图形的几何性质就是所有与此图形全等的图形都能具有

的性质.;4J}就是说，所有全等图形对几何学家来说都是一样的.在
研究某一个图形时，他只对那些所有与它全等的图形所共同具有



的性质感兴趣.现在很容易看出:上面的性质1和3是图1. 1中

三角形的几何性质，因为这些性质是任何一个与此三角形全等的

三角形都具有的.性质214和5不是几何性质，因为一个与给定

的三角形全等的三角形可以不具有这些性质.正象一个图形是五

边形这个性质一样，有四个角这一性质是一个几何性质.共他的

例子可见于习题.

1-2什么是拓扑?

令人惊奇的是只需把上面第1-1节中的“几何”换为“拓扑”，

“几何的”换为“拓扑的”，并改动一下某一个片语(phrase)的解释

就可以得到一个完全令人满意的对拓扑的描述.这一材料能够同

时描述几何和拓扑，其原因在于:这两者所仅有的区别只是被一个

片语所掩盖着，这片语就是“全等”定义中的“可把⋯⋯放在⋯⋯之

上”.现在我们较周密地考察这个片语.我们是怎样“放置”一个图

形的呢?我们怎样才能够移动它呢?在移动的过程中我们可以做

些什么?在几何中，所允许的运动只能是刚性运动(平移、旋转、反

射).在这种运动中图形上任意两点间的距离保持不变.因此，几

何性质就是那些在刚性运动中保持不变的性质—图形的任何刚

性运动都丝毫不改变图形的几何性质.

在拓扑中，所允许的运动可以称作弹性运动.我们想象图形

是由弹性极好的橡皮做成的.因此，在移动一个图形时可随意地

伸张它、扭曲它、拉它或折它.甚至可以将这样一个橡皮图形切断

将它打个结，只要事后再将切口缝合得与未切割时一样即可一也

就是:没切割以前紧挨着的点在缝合后仍然紧挨着.然而必须注

意，图形中不同的各个点仍为不同的点，不可以使不同的两点合并

成一点所谓两图形是“拓扑等价的”，当且仅当可把一图形作弹

性运动使与另一图形重合.一个图形的拓扑性质就是那些所有与
2子



此图形拓扑等价的图形都能具有的性质.这就是说所有拓扑等价
的图形对拓扑学家来说都是一样的.在研究某一图形时，他感兴

趣的只是所有与它拓扑等价的图形共同具有的性质.由此，图形

的拓扑性质就是那些在弹性运动中保持不变的性质—图形的任

何弹性运动都丝毫不改变图形的拓扑性质.当然，拓扑是对图形
的拓扑性质的研究，

的确，一个图形的拓扑性质也是此图形的几何性质，但是许多

几何性质并不是拓扑性质.一个图形的拓扑性质可以只是它的那

些最基本的几何性质.事实上，粗看之下可能觉得没有一种性质

是拓扑性质，就是说一个图形的任一性质都可以被某种弹性运动

所改变.幸而情况并非如此例如，一个圆周C(图2. l a)把平面里

的点分成三个集合—在圆内部

的点，圆周上的点以及在圆外部

的点.平面上一圆周的这种性质

就是一种拓扑性质，因为如果我

们设想此圆周和A, B两点都划在

一片理想弹性的橡皮上，并对此

图形进行一弹性运动，结果可能

成为如图2. lb所示的一条曲线

C和两个点A与B.点A和点B

各自位于圆的内部和外部(图2.1

a)，经过这片橡皮的弹性运动后， 点A和点B依然各自位千曲线

C的内部和外部(图2. lb)，因此“A位于曲线C的内部”这一性质

是原图形的一种拓扑性质."A比B更靠近口，这一性质则不是拓

扑性质，因为用弹性运动我们可以使得B非常接近C而且使A远

离C.

另一例子，图2.2中所示的圆周与打结的曲线为拓扑等价的，
2子



图2.2图2.3图2.4

如果我们想像一条橡皮带成圆形，那么用拉和伸张的办法是不可
能把它穿成一个结的，但是若先切断橡皮圈，打上一个结，然后再
把两头接得与原来一样，这样就很容易得到一条有结的曲线.因
为这些操作在我们所说的弹性运动下都是被允许的，因此这两曲
线拓扑等价.其他的例子可见于习题.

【a)

(b)

(c)



(d)

叮价饥

获今

图2.5

半球面与一切线(a)正方面与一穿过其间的直线

三条共点的线段(b)圆一与一半径

(c)

此二图形皆由直线与曲线组成，不包含任何表面.

{d)

二图形中每一图形皆由一个面积(阴影线部分)与某些直线或
曲线所组成.

习题

1.协)找出一个与图1.1中的三角形全等的三角形，使之没有与图1.11有
连系的性质2,  4, 05,

(b)找出图2. 1“中平而的一种弹性运动，使得图中的B点比A点更靠
近C

习题2和3的说明:题中对图2. 3和2.4列出了一些性质，其中哪些怂
几何性从?哪些是拓扑性质了

2一F述性质都是就图2.3而言的:

(r)曲线C:与C:相交.

(b)曲线C，与C:相垂直.

(c)曲线C:与C:不相切.

(d) A点在曲线C:上.

(。)A点不在曲线C2_E.

(f ) A点位于曲N- C2的下方.

(9)曲线C2 L f]向A点.
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3.下述性质都是就图2.4而言的:

(a)此图包含画在一平面上的一个正方形和一个圆.

(b)此图包含画在平面上的二条曲线;其中一曲线有四个角，另一曲线
为光滑的.

(})曲线S所围成的面积比曲线C所围成的面积小.

(d)由_E方的曲线所围成的面积比由一F方的曲线所围成的面积小.
(。)曲线s和曲线C不相交.

(f)没有一点它同时被围于曲线S和C之中.
#4.图2.5所示的四对图形中，哪些是拓扑等价的了
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网络和地图

2一1网络的可贯穿性l trvravc &IN 91% U: 1,00a tt                v r%a v cl act L.Iilii.}

西部俄罗斯城市库尼格斯堡(Konigsberg，现称加里宁格勒)

位一于新普列格河和旧普列格河交汇成普列格河的地方.交汇处形

成了一个小岛.十八世纪时河上有七座桥，如图1. 1所示(之后又

修了另外两座桥).能不能步行游览库尼格斯堡而只通过每座桥

一次呢?这一问题连同许多有关的间题是由瑞士数学家莱奥哈德

·尤拉(L. Euler, 1707-1783)于1736年解决的，其方法如下文

所述.

首先要指出，河岸的准确形状和岛的位置等等是无关紧要的，

因此图1. 1可被更简单的图1.2所代替，这个图指明该城的各个

区域是怎样被桥梁连通起来的.图1.2中的且点代表座落在河的

北岸的整个区域.同样，I)点代表河南岸的区域;B点代表新、旧

普列格河之问的区域;c点代表岛域.线段或曲线代表城市各个
28



区域的桥梁.线段或曲线(它可由

线段经弹性运动而得出)称作弧.

甚至允许弧的两个端点合在一起

(形成像圆那样的曲线)并仍将该

图形称为弧，但是弧除在其两个

端点处外不得与其自身相交.(注

意:我们现在离开了标准术语.通常要求弧的端点是不同的两个

点.但是我们将发现允许它们可为同一点是方便的.)这样对库尼

格斯堡桥的研究已经成为对含有七条弧和四个点的图形的研究.

在我们继续叙述尤拉的解法之前，先建立几个一般术语是有益的.

它们在其它与此有关的方面也是有趣的.

网络是一个图(平面上的或空间里的)，它由有限、非零条弧组

成，其中除在端点外，任何两条弧都不相交.这些弧的端点称作这

网络的顶点.图1.2给出一个有七条弧和四个顶点的网络，其它

网络的例子见图1.3.图中的顶点皆由大黑点表示.我们并不总

是使用如此规定.当不使用这种规定时，有时就需要多少有些随

意性地决定哪些是顶点.例如，图1. 3b中，点A及点B必为顶点，

其他任何点都可以被选为顶点.

网络中，一个顶点的秩’是位于该点的弧端数.一个顶点是奇

或偶当且仅当它的秩是奇或偶.图1.2中的顶点A, B, B的秩均

为3;顶点C的秩为5"这四个顶点都是奇的.图1. 3e中仅有的

一顶点是偶的，其秩为2，因为有两个弧端位于该点.事实上，这

两个弧端乃是同一弧的相反的两端.

一个网络中弧的总数可以为任意正整数;同样地，顶点的总数

也没有限制.另一方面，每条弧皆有两个弧端，所以弧端总数两倍

t原文为。rdsr—译者注
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图1.3网络的例子

于弧的数目，因此是偶数.但是弧端的总数是网络中所有顶点之

秩的总和，于是任一网络中所有顶点之秩的总和必定是一正偶数.

在网络中随意选择弧和顶点数目的可能性将在习题6里考虑.

网络中的一条路径是指网络中一组连串的互不相同的弧，于

其中我们可连续走遍每一条弧并且每条弧只通过一次.这就是

说，这一串弧中，每一弧必有一个端点被视为起端，而另一端点为

其终端.共用的一顶点必是第一条弧的终端且为第二条弧的始

iO



端.同样，第二条弧的终端是第三条弧的始端，女日此类推.路径上弧

的顶点称为路径的顶点，路径的第一条弧的始端是路径的始端，路

径的最后一条弧的终端是路径的终端.一条路径是封闭的当且仅

当其始端与终端为同一点路径有时用沿着路径上的一串顶点来

标记之.这样的标记法可能会不清楚.例如，在图1.2网络中有
4不同队杯可豁诱耗初去AORAOD's11, -r__铀丈今iN L7}, k,泊

114，二，护曰o--L-，Ili u’~!' J.0, Lj/J‘一一~‘J~~。一一日日曰夕、/二’1一‘I，R 'I N)日公!门、P L-4

时，就得使用不是顶点的点来准确指出所考虑的路径是由哪些弧
所构成的.

例1.1图1.4中，由ABC

所示的有两条不同的路径，而AD

BC只标记其中的一条.

例1.2图1.4中的路径

ADBCA是由弧A DB, BC和CA

组成的.顶点A既是此路径的始

端又是它的终端，因此此路径是

封闭的.顶点C是弧BC的终端和弧 CA的始端.

一个网络是连通的，当且仅当网络中每两个不同的顶点是该

网络中某一路径的端点.图1. 3d中的网络不是连通的，图1.3中
所有其它的网络都是连通的.

有了这些知识，我们现在可以证明关于网络的某些一般结果.

用这些结果就很容易回答关于库尼格斯堡桥的那些问题.

定理1.1任一网络中，奇秩顶点的总数为偶.

证明:给定任一网络，对每一正整数ti，令n*为网络中秩为:

的顶点数，并令N为奇秩顶点的总数，令D为弧端的总数.奇秩顶
点的总数是秩为1, 3, 5...⋯的顶点个数之和:

N=nl一}一n,3+n:一卜⋯⋯

(和式的右方只有有限个项，尽管准确的项数有赖于所考虑的网



络.这些符号将在这里和第2-3节中使用，它不牵涉到无限级数.)

同样，弧端的总数等于位于秩为1, 2, 3,⋯⋯的顶点的弧端的个数

的总和.秩为1的。1个顶点计数着恰为n;个弧端;秩为2的n2

个顶点计数着恰为2n:个弧端数;如此类推，于是

D=ni十2n2十3n3+·⋯⋯

由.协nr但
w V'U.., rTT

D一N=2n2一十2n3+4n4十4n5十·⋯⋯

因此D-N为一偶数.又由于每条弧都有两个弧端,D乃是一偶数，

而N=D一(D--N)，故得N为一偶数.《

网络中的一路径称为“贯穿”这个网络，当且仅当此网络中的

每一弧都包含于此路径之中.网络中的一组路径“贯穿”这个网络，

当且仅当此网络中的每一弧包含于且仅仅包含于该组路径中的某

一路径.

关于库尼格斯堡桥的问题现在可写成:是否有一路径贯穿图

1.2中的网络?下列四个定理阐述了一个网络可被一条或几条路

径贯穿的条件.

定理1.2若一网络有两个以上的奇秩顶点，它不能被单一

的路径所贯穿.

证明:我们将证明它的等价结果:“若一网络可为一单一路径

贯穿，那么除了有两个顶点是可能的例外以外，网络中其余的顶点

均是偶秩”.令al, a2, 4100000,a;为一串弧，它们构成贯穿某一已知

网络的路径，并且令A为此网络中既非此路径的始端也非其终端

的任一顶点.路径的始、终两端可以重合也可以分立.我们将证

明A为此网络的一个偶秩顶点.设想一个点，它从a;的始端出

发，沿a;运动到a;的终端(这也是a,:的始端)，然后沿a:运动到

r:的终端(这也是a3的始端)，如此类推，直到它最终到达a、的终

端.每一次这个点经过顶A时，它计数着两个位于A的弧端—·
于z



一个到达A，一个就要离开A.由此，位于A的弧端的总数必然是

偶数，所以A为此网络中的一个偶秩顶点.《

定理1.3若一连通的网络没有奇秩顶点，则它可被单一的

路径所贯穿.并且，此路径的始端A。可以任意选择，而构成此路

径的那一串弧的第一条弧可选网络中以A。为其顶点的任一弧C; 1

当之.

证明:给定一网络，其中包含以A。为始端的弧a1，令A1为a1

的终端(A1和A。可为同一个点)，并在网络中连接成如下一串弧;

令a:为网络中任一不同于a1且以A1为其一顶点的弧，取A:为

a:的始端并令A:为a:的终端.令a3为网络中任一不同于a:与

a:且以A:为其一顶点的弧，取A:为a3的始端并令A3为a3的终

端，如此类推.当尽可能地如此进行下去时，这一过程就产生了一

串不同的弧a,, a2, ... ...' an，它们在网络中构成了一个路径.若弧

a,‘的终端A，不同于顶点A。时，路径al, a2, 0....,,a、计数着奇数个

位于A。的弧端(每次通过A、时就有两个弧端位于An，还有一个是

弧a。的终端).由于网络中的每个顶点都是偶秩，所以网络中一

定存在一条不同于al, a2, see 966, a、且以An为其一顶点的弧，于是

这个过程又可以继续进行下去.故而，当这个过程尽可能地进行

下去时，A。必定与A。共点，于是路径ali a2) sea s..' a二是封闭的.

若此路径al, a2I......,a。贯穿整个网络，那么就证明完毕;若

不然的话，因为此网络是连通的，所以就存在某一与al, a4,⋯⋯，

a、不相同的弧blI其中b1的一顶点Bo是路径a1,a  2>⋯⋯       >   z‘上的

‘一个顶点;令之为Bo -- Av.再次由b1弧开始，以方。做为始端，用

同样的办法构成由一串弧bl, b2 , .,. ...,b,。所形成的一个封闭路径，

其中每一弧都互不相同且不同于a,,  a2,  *** ***)  an.将这两条封闭路

径连接如一r-

Cl I，a2,⋯⋯，a., b l，b2,，··一，biro a.p+ l，⋯⋯，an*

3，。



由于a，的终端与bi的始端相同，而bm的终端与价、:的始端相

同，所以这一串弧为一路径‘若这一扩大的路径能贯穿整个网络，

证明也就完毕;若不然，则路径仍可以继续扩大，因为网络中只有

有限条弧，所以这种重复的扩大必定会最后产生一条贯穿整个网

络的路径.(习题11将讨论这一证明的逻辑结构).《

定理7.  d若一连通的网络恰有两个奇秩顶点，它就可以被

单一的路径所贯穿，而此路径的始端和终端分别是网络中的这两

个一奇秩顶点.

证明:给定一网络，共中A, B是仅有的两个奇秩顶点，用一

条新的弧a。将A, B连接起来，形成一个新的扩大了的网络.在

这个扩大了的网络中，每一顶点都是偶秩，由定理1.3可知存在路

径al, a2, 0$* 00*7 an，它可以贯穿这一扩大了的网络.那么路径al,

。}. ,也就贯穿着原来的网络并且其始端和终端正是这两个

奇秩顶点A和B《

定理1.5若一连通网络恰有2、个奇秩顶点，它就可被一组

、条路径所贯穿，但并不能被任何一组少于、条的路径所贯穿.

证明:习题3《

习题

( a)库尼格斯堡桥的问题已经表示在图1.1及图1.2 解决这个



1司题。

(b)现在库尼格斯堡有九座桥，如图1.5所示(其中一条为铁路桥)，是

否可能步行游遍库尼格斯堡并且每座桥都只通过一次了如果不包括铁

路桥能否做到?

(c)图1.3中哪些网络可被一条路径贯穿?

图1.6表示有五间房间的一所房子的平面设计，是否可穿过协个门且每

个门都只通过一次?
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5.证明:若一网络恰有两个一奇秩顶点j fill}任何可以贯穿该网络的路径必以

这两个奇秩顶点为共始点与终点.

(;‘i a)是否有一个包含50条弧和一个顶点的网络了

cb)是否有一包含一条弧和50个顶点的网络?
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(。)找出一个有5条弧和8顶点的网络.

(d)证明:若n与m为正整数，使得m<2n，则存在一个有n条弧和。

个顶点的网络.

(。)证明:若、与饥为正整数，使得m<n+ 1，则存在一个含有二条弧

和饥个顶点的连通的网络.

7.化学上的应用.分子结构可以用一个网络图解表示出来，网络的顶点代

表组成分子的原子，弧代表特定原子对之问的化学键.图1. ZS表明由4

个原子构成的一个分子的两种主要不同方式且其中有两个原子各有两

条化学键，而另外两个原子分别有一个或三个键.

图I.8

(a)证明由题中对四个原子所给定的键只能有图1. 8中两种分子结构

形式.

(b)找出三种分子，它们可由四个原子构成，共中有两个原子每个都有

两个化学键，而另外的两个原子每个有三个化学键.

哈密尔顿路径.本文的定理所讲的是:要使一个网络能被单一路径贯

穿，共充分必要条件是什么.对路径所要求的性质作外表上微小的改变

就能完全改变这个问题.一个网络中的哈密尔顿路径是一个封闭的路

径，使得网络中的每一顶点恰好只是路径中一条弧的终端.(因此也恰

好只是路径中一条弧的始端).一网络具有一条哈密尔顿路径的充分必

要条件尚不知道，这个问题来源于爱尔兰数学家威廉·罗文·哈密尔顿

爵士(1805-65)，他在正12面体上讨论了沿着棱的这种路径.

(a)图1.3中哪些网络中有一条哈密尔顿路径?

(b)图1.7中哪些网络中有一条哈密尔顿路径?

‘川说明为什么2-1节的定理使拓扑学家感兴趣?



(b)找一个使拓扑学家不感兴趣的关于网络的定理。

(a)说明你是怎样决定图1.7中哪些点是顶点的.你所做的决定是唯

一可能的决定吗了

(b)一图形中有一个可以是顶点或不必一定是顶点的点，如果这个点被

认为是顶点的话，那么它的秩是多少?

定理1.3的证明是基于数学归纳法的，但是证明中将归纳法的步骤掩盖
了担中于ir nil由科‘/.flh七中W了4寺仙视伪田不汾的11:1 iL4弥去璐甫写于正
J，J目皿，上4 Y1L’夕J‘舀.口-C-la +u 14 w -,/VJx:, " I皿今声U二;口、.，.J.'一 - rN”J/一门-1J04--t %   vq，一一~

明过程.

2一2平面网络

第2-1节中的每个网络都是画在平面上的.在某些情况下，

画在空间的网络可以拓扑等价于某一平面里的网络.这就是说可

能找到一个空间里特定网络的弹

性运动，使得该网络置于一个平

面上.图2.1表明一个平面里的

网络，它拓扑等价于由一个四面

体的棱所构成的网络.一个网络

若拓扑等价于某个平面上的网 图2

络，则称它为平面网络.因此图2.1表明由四面体的棱所构成的网

络是一个平面网络.如果不仅考虑四面体的棱，也考虑到它的所

有表面的话，它就不能由图2.1拓扑等价地表示.因为在那个图

形上，平面上的一个点就会代表四面体上不同面上的两个点.

图2.2所示的煤气一水一电网络是非平面网络的一个有趣的例

子，它表明给三所房子(分别由点A, B, C表示)的每一所提供煤

气、水和电(分别由点G, W , E表示)所需的连接图.

定理2.1此煤气一水一电网络是一个非平面网络.

证明:我们必须证明，图2.2所示的网络不能经由弹性运动

而被置于一个平面上.用反证法证明.假设存在这么一个弹性运
多7



动，那么它一定能将6条弧:AG, GB, BW, WC, CE，和EA变换成

完全包围着平面里某一部分的一条曲线(图2.3).至于剩下的三

条弧AW, BE和CG,共中一条必须放在曲线内部，而另一条得

放在外部，然而无论怎么做，总是不可能将这三条弧中的最后一条

放到平面上.《

定理2.1的一种严格证明需要关于8曲线的某些结果，这

些是超出本书范围以外的.[参考Kuratowski的书《Sur le

Probleme des Courbes Gauches en Topologie>>1

/
、
一
J
任

，
、
一
9
曰

定理2.2一个网络，它的五个顶点中的每个顶点都有四条

弧与其余四个顶点一各自相联(图2.4))是个非平面网络.这样的网
络称为五点上的完全网络.

证明:习题2《
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现在我们已经看到两个不能被置于平面上的网络的例子(图

2.2和图2.4).波兰数学家库雷妥斯基(C. Kuratowski)曾用这

两个网络来刻划出平面网络的特征.他的这种特征化也用到了f

网络的概念.一个给定网络的子网络是由己知网络中选出的一组

路径构成的，这组路径必须符合下列两项限制:

., .任意顶点都不在此组选定的路径中任二路径上重复(除

了某一路径上的始端和终端可为同一点以外).

(2)这组选定的路径中的任意两条路径不得相交，除非是可

能在它们的始端和终端处相交.

这组选定的路径就成为新网

络中的一组弧，这样的新网络称

为所给定网络的子网络.例如图

2. 5b中的网络是图2. 5a中网络的

子网络，它是选自图2. 5a中用粗

线所示的那些路径所构成的.当

然，一个网络可以有很多子网络.

.I-?,

《
才下几_一下

1、了

扮一一品‘一一产 一味二>
助

图G.5

用这一子网络的术语，我们能够给出库雷妥斯基的结果.他

证明了仁参考文献(2V)〕任何一个不能置于平面上的网络必有一个

子网络拓扑等价于煤气一水一电网络或五点上的完全网络.由此，

这两种网络就刻划出平面的和非平面的网络之特征.这个证明是

超出本书范围之外的.

习题

下列网络中哪些是平面网络?对每个平面网络找出一个可将它置于一

个乎面上的弹性运动.

(_a)正方体的棱.

汤)正八面体的棱.

(。)正十二面体的棱。
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(d)正廿面体的棱.

(。)椅子的腿，椅腿间的横撑、条板、外缘.

(.f)正方体的棱及各平面上的对角线(注意任意平面上的两条对角线相

交，当然交点是一顶点).

(9)正方体的棱，平面上的对角线及体内的对角线.

(h)正方体的棱及体内对角线.

(约正八面体的棱及体内对角线.

2.证明定理2.2.

3.定理2.1中的煤气一水一电网络能不能画在球面上?或画在一个油炸圈

饼的表面上?

4.定理2.2中的五点上的完全网络能否被画在球面上?或画在一个油炸

圈饼的表面上?

2-3四色问题

着色一张地图需要几种颜色?没有人准确地知道!本节我们

将证明每张平面地图可以用五种颜色着色.但是谁也没有发现需

要用五种颜色着色的平面地图的例子—每个检验过的例子中都

只需四种颜色就能给地图着色.几位杰出的数学家对这一问题进

行了大量的思考，但没人能证明四种颜色总是足够的.t

在开始证明五色定理之前，首先要清楚地了解什么是平面地

图，以及着色一张平面地图所需要的条件.一张地图是一个网络

以及包含此网络的表面.如果这个表面是一个平面，那么这些地

图就称为平面地图或平面上的地图.图3.1给出几个平面地图的

例子.本节只考虑平面地图，在更为一般的表面上的地图将在第

4章里讨论.

初看起来平面网络与平面地图间的区别是很小的，但情况并

非如此.事实上，两者的出发点是完全不同的.由于我们在地图

于此向领最近己被解决了—译者注
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上使用了与我们在网络上所使用的有所不同的标记和术语，这种

不同又被加强了.在一网络中，我们的主要兴趣集中在网络所包

含的那些弧上，而顶点只是充当次要的角色.但是，在一地图里，

主要兴趣的中心却在于那些被网络的弧分割表面而成的各个区

域.网络本身只充当次要的角色，在地图册里的一幅普通地图中，
以仁rih } '} t}cd-;八性物1万再二日令占，，「犷」J、否五曰IEh犷石1GC一二二占，，川一卜t=;-=t .-.%-          eo rt-‘七
ti} 1-ri 1」一N，寸}.吐二     J n'.1 ! I Q PA la 'J d^ y}.X+ %JJL A} l ;} M 1J!/J o p 'J J'I'194 F?=-1 }'}.-- tlz ,I ti

况下，表面上的这些区域称作地图的各个面.在地图册的一张普

通地图上，我们将平面上的地图以外的那部分也算做地图的一个

面.于是在平面_匕地图的面中有一个是没有界限的.网络上的弧

和顶点相应地叫做地图的边和顶点，构成某个面的界限的那些边

叫作该而的边.通常地图上的边是两个不同的面的边，但图3. 1e

和3. lh说明一个边可能只是一个面的边.

尘0口。
(a)(b)(c)(d)

一丫一
(t )

图3.1平面上地图的一些例子

着色地图时，共用一个边的两个面必须着不同的颜色.如果

两个面只有共同的顶点或没有共同的边界点时，它们可以着成同
一种颜色.例如，图3. la中的地图方块中的四部分可以只用两种

}. TJ }d色来着色，因为可r-一}JH同样的颜色着色对角的两部分;方块外面的
}C域必须用第三种颜色.



现在我们可以开始讨论五色定理了.为了证明，需要几个辅

助结论，这些结论中的第一个在别的地方也是有用的.一张地图

是连通的，当且仅当地图的网络是连通的.对任何连通的平面地

图，地图的顶点数、边数和面数有下面定理所说的关系.

定理3.1(尤拉)若V, E, F分别为一连通平面地图的顶点

数、边数和面数，则V -E+F=2,

证明:任何平面上一连通的地图都可以这样构成，即从一边

开始而进行以下三种步骤(这在直观上是很明显的):

(1)增加一个新的边，只与原来边的一个端点相接.这样就

增加了:1个顶点，1个边，没增加面.

(ii)在已有的边上增加一新的顶点.这样就增加了1个顶

点，1个边，没增加面.

(iii)增加一新的边，使其两端点均与原有的顶点相接.这样

没有增加顶点，但增加了1个边，1个面.

当我们从一个边开始时，有两种可能性:既可能是有两个顶

点和一个面，也可能是只有一个顶点和两个面，在这两种情况下

都有:

V一E十F二2

现在注意，上面所列的三种步骤都没有改变V --- E十F的这个

和数.因为任一种步骤都是增加一条边，一个顶点，不增加面，或

者增加一条边，一个一面而不增加顶点.这样，由于V, EN F分别是

最后形成地图的顶点数、边数和面数，我们仍有V-E十F==2《

地图是正则的，当且仅当其每个顶点的秩为3.图3. 1b和图

3. 1d都是正则的.下面的引理说明在正则、连通的地图上至少有

一个而是较为单纯的.

引理3.2任何一乎而正则连通地图至少有一个而只有五个或

五个以一下的边.
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证明:在具有17个顶点，E个边、F个面的一个正则连通地图

上，令，i(i二l, 2, 3,⋯⋯)为有2个边的面的个数，那么一面的总数

即为nl +n2+n3+ ......，于是:

ni+n2+n3+⋯⋯二F.(1)

其次，一每条边恰有两个弧端，且每个顶点都有三个弧端位于该点，

于是2E和3V两数各给出了地图中的总弧端数，因而这两个表达

式必相等:

2E=3V.(2)

第三，地图上的每条边或者只是一个面的一边，或者恰是两个面的

一边;这样如果我们把每个而的边数加起来以计算边的总数时，就

有一些边只计数一次，一些边计数两次，但不会有任何一边被计数

两次以__h的.n，个平面中的每一平面只有一个边，计有ni个边;n2

个平面中的每一平面都有两个边，计有2?z:个边;如此类推，因

而有:

n-:+2n2w+3n3+⋯⋯《2E.                (3)

由定理3.1我们有:

V一E十F=2.                     (4)

从等式(2)及(4)

12=6V一6E 4-- 6F二4E一6E+ 6F

=一2E+6F.

于是6F-12+2E.将此结果与等式(1), (3)结合，得出:

6n,一补6n2十6n3+⋯⋯>12 -;-n,一2n2十3n3十⋯，

或

5n,+4n2+3n3+2n4+n5一n7一2n8一⋯⋯》12,

对于每个2，有2条边的面的个数或者为正或者为零，故、1到n5

中至少有一个数为_!长，即，至少有一个而有五个或少于五个边.《

现在我们可以证明我们一直期望的那类结论了，先处理用6

子;



种颜色给平面上某些特殊地图着色的问题;然后，我们将把颜色的

数目减到5个并取消对地图的限制.

引理3,3任何平面正贝11连通地图可用6种颜色着色.

证明:这个证明是在地图_L对面的数目进行归纳法而得出

的.任何有六个面或少于六个面的地图显然可以用6种颜色着

色.考虑有n个面的正则连通地图，nib，并假设所有少于、个一面

的正则连通地图都可以用6种颜色着色，那么只要证明这个地图

(有、个面的)可以用6种颜色着色就行了.由定理3.2，地图上

至少有一个面f有五条或少于五条的边.这个面至少有一条边将

这个面与另一个面分开(习题1)，选择任意一条这样的边。，将它

从图形上移去，这样已的两个顶点就变成秩为2的顶点了.于

是由于将秩为2的顶点的两条弧连成一条弧，就不需要再把这两

个顶点视为顶点了.这样，移去边e使面f与另一个面相接而形

成一张新的有n-1个面的正则连通地图.由归纳法假设，此地图

可用6种颜色着色.当把边e重放到图上时，就得到原来的地图，

而面f最多一与其他五个面有一条公共边，所以在六色中必有至少
一色可用于面!.《

习题

证明引理3.3的证明中所指出的问题，即f中至少有一条边将f与另一

面分开.(提示:由f的任意一边开始，先构成由f的边组成的一个路

径;然后由于地图上只有有限个顶点，则当此路径延续到足够长时，某个
顶点必须要出现两次.)

在引理3.3的证明中，若如图3.2所示，面f只有一条边时情况将会怎

卜甘一一鑫

图3.2



样?(提示:当移去边已时，e的一个顶点就会变成秩为1的顶点，可不

一可能同时移去也含有这一顶点的另外一条边了)

给图3.1中所示的每个地图着色所需的最少颜色种数各为多少.,

(a)如引理3.3的证明和上面的问题2中所说明的那样，在图3.3中所

示的每个正则连通地图中找出一个含有五条边或少于五条边的面f，和

f的一个边。，使得e将f与其他的面隔开.移去边e得到比原地图少
盆~，宁一上，一，j七，.甘ate. }-.，二，r'_Y/、、-1一，."-r ...，一，.一卜~.，.，一，，、，. L  :-n-，“..、一

一，I、凹阴止):U JCL超地图.戈佳怠:仕址明引}m J. J附归绷法夕骤甲，找III

考虑的是多于六个面的地图，但为了简单起见，图3.3中的地图中的面

均少于此数.)

幼价自
《0)(b)(C)

A丫小g
(d)(e)(f)(4)

图3.3

(b)对图3.3c,  3.3f和3. 3g中所示地图，引理3. 3的证明中所用之

归纳法证明步骤.为什么行不通?证明这一归纳法步骤可用一于任意有

两个以上顶点的正则连通地图.

证明不可能有五种以上的正立体.(提示:考虑由此种立体的棱所构成

的网络.如果每个顶点秩为”，且每个面是有m边的多边形，证明nV =

2E = mF.然后使用尤拉定理.)

(a)证明任意正则连通地图上有偶数个顶点.

(b)证明若n是任意正偶数，则存在一个有n个顶点的正则连通网络.

在引理3.3的证明中，为什么移去边e后网络仍是连通的了

画一地图，其中每个面都有不少于六条的边.

现在我们已经看到6种颜色足够给任意正则连通地图着色，
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下一步的任务是说明用五种颜色就够了.

引理3.4平面上任意正则连通地图可被5种颜色着色.

证明:‘证明的方法是在地图中对面的数目进行归纳.任何有

五个或少于五个面的地图显然可用五种颜色着色.考虑有、个面

的正则连通地图，其中n>5，并假设所有面数少一于n的正则连通

地图可以用五种颜色着色;那么只要证明这种有、个面的地图可

用五种颜色着色即可.像引理3.3的证明一样，至少有一个面f含

有五条或少于五条的边，但这里证明分三种情况进行.

情况1.面f有四条或少于四条的边.证明过程与引理3.3的

证明过程完全一样;找出将f与其他面分开的f上的边。，从地图

上移去。，得到有n-1个面的一个正则连通地图.给这个简化了

的地图着色.当把边e重新放在地图上时，面f将与最多四个共

他的面有一条公共边，于是五种颜色中必有一种颜色可用来着色
面f.

情况2.如图3.4，地图有一条边。，使得当e从地图上移去

·占卜冬丫今卜一卜一《，1.少·，..‘气、:

价于下: 广_“介一辛

耳犯一 一扮产一夭一Q___一
价公热价价、、

丫
广
…
么

图3.4

时，地图变为不连通的.

图3.5

由于e使地图不连通，故e

同一个面fly

的虚线，它从

并且在这个面里我们可以画一曲线C,

的两侧必为

如图3.妇朴

e的一侧到e的另一侧.

一个面，则这个面必定只有一条边，如图

如果曲线C只围住地图的

3.5所示.这种情况在情

况1中已经讨论过了.同样地，如果曲线C外面只有地图的一个
面，就又出现情况1



如果C内至少有地图的两个面，且0外至少有地图的两个面，

则原地图可被两个分开的地图所代替，女p图3. 6a及3. 6 b所示.这

两个地图是于曲线C与e边相交P点处(图3.4)切割e边而成

的.这一切割使得此网络不连通.现在考虑由此网络之分离的两

部分所组成的两个地图.每个新地图由于在边e被截处P点上各

自画一环路而成为正则的.在图3, ua中，面rJ1己被我们扩大，

包含图3.4的曲线C内的一切(环路内新形成的面除外);同样，图

3. 6b中的面f;几乎包含图3.4中C外部的一切.现在，由构造

这两个新地图的过程，我们知道每个新地图中至少有原地图的两

个面包含于f;中，而环路只产生一个新的面，所以这两个新地图

各含有少于原地图所含的面.由归纳法假设，这两个分离的地图

中的每一个均可被五色着色.将两个图上的f:面着成同样颜色

并把图3.6中的两个图放在一起，把两个环路缩成一个点就得到

一个用五种颜色着色的原图.

情况3.移去任何一边都不能使地图成为不连通的，而且有

一个有五条边的面f.在这种情况下，不存在在其两侧是同一个面

的边，因为若存在这样的边，则移去它可使地图成为不连通.这样，

如图3.7所示.面f有五条边，_且边。is eo, e3, e4, e5中的每一条都在

其另一侧有一个不同于S的面，用f‘表示在边。‘的另一侧的面.

面f 17九)f3if4)f5不必各不相同，但下面我们将看到，共中至

少有两个面是不同的，并且没有公共边.实际上，若fl和f3没有

公共边，我们就可以用它们，如果它们确实有一公共边的话，那么
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就可能在面f, f1和J,上画出如图3.7中虚线所示的曲线Cl.这

一曲线可以完全包围I:或完全包围J4及几，在这两种情况下九

都不能与f;有公共边.

介火一:?:i:i:价笼
林拼:浅，拼
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我们现在假设f.与f3是没有公共边的两个面.从地图上移

去边。;和。3，做一新地图，如图3.8所示.共中f, f.和f3连接成

一个面，利用通常省略顶点的办法十.这个新的地图仍保持是正则

的，而且移去。1和。3之后，地图依然是连通的.因为，譬如点A可

通过沿着原来的面f;的边运动而与点B相连.这个新地图比原地

图少两个面，因此根据归纳法假设，新地图可用五种颜色着色.并

且原地图因此也可用五种颜色着色，因为当把边。1和。3重放在

地图上时，面f.和f:,没有公共边，所以可以用同一种颜色着色，
并且fli八，f3) f49 f 5五个面最多只需用四种不同的颜色着色，这
样在五种颜色中至少还剩下一种可用于面f.《

现在很容易证明五色定理了:这只需要去掉加在所考虑地图
上的正则性与连通性的限十!〕即可.

定理3.5平面上的任何地图可用五种颜色着色.

证明:首先考虑平面上任意一个连通地图.将每个秩n=A3

十此指秩为2的顶点，若它为二相异弧之交点，则经常可以省略不计，而把此二相
异弧看成一弧.—译者注
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的顶点“吹”成有n个边的小面，就得到一个正则连通地图(图3.9

表明将秩分别为l, 2, 5的顶点吹起来的过程).从引理3.4知，所

得出的正则连通地图可用五色着色，于是将所增加的每一个小面

缩小成一个点，我们就得到着好色的原来的连通地图.这一缩小

过程并不使原地图上两个不同的面的任意公共边发生变化，所以
_，:-f L -V: f*   K7   /l    r `,一 f i- -}.-_ f. r-    _r_，、，r: }_::『_占入才门产二」竺乙飞士、鼠为Itp于1不万r渔入二1犷编升
梦匕秒一有尹巴力已4r/`了呐，园、廿幼。尸!妙、，月份四」二rl"J‘压J目J司匕口孟也y出m门/U止L门T

，须色着色.

_一一、乡令
一一拼

图3.9从秩为1,2,5的顶点构造成秩为3的顶点

最后，考虑平面上一个任意地图.如果它是不连通的，只要增

加一些新的边，并使这些新的边的两侧是同一个面，我们就能使地

图成为连通的.前面的段落说明，连通地图可为五种颜色着色，只

要去掉用来使地图成为连通的所增加的那些边，就得到一着好色

的所给的任意地图.因为这些新边的每一条的两侧都是同一个

面，所以这些边的两侧是同一种颜色，于是取消这些边之后，此种

着色仍然令人满意.《

习题(续)

对图3. 10中每一地图进行定理3.5的证明中所讲的构成方法，从而得

出一正则连通地图.

(a)对图3.11中的每个地图，决定需要应用引理3.4的证明中的哪一

种情况(这些情况并非互相排斥的，所以，可以应用一种以上的情况).

(b)在图3.11中的每一个地图上，有五条边的特殊的面用字母f标一记。

49



一皿 介r一.一
__爪
/扮
/土

f-户朴
\

一‘沐

戈
厂一扭 厂入

从7
，、~汤产尸

厂卜‘
片_夕
一.(V)

:
:
沐
片
"
.
i
:
i
:

双
协
终
梦
努
.
.
r
t
嗽
.
.
I
心
︸
.
.
。
数
况
二
巷
芳

图3.10

价川
图3.11

试对这一面进行引理3. 4的第三种情况的证明过程.

11.图3. 12是一个平面上的正则连通地图.该图需用引理3.4的证明中的

哪儿种情况了证明此图可为四种颅色着色.
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1u.证明下J上命题，它与引理3.4的证明中情况2所用的图3.4有关.如曲

线61内只围着地图的一个面，则这个面必只有一条边.

‘洲介州封燕井一蒙攀攀一价价、价饭轰
图3.12

13.证明引理3.4中情况3所用的下述结论:若地图之一边e在其两侧有同

一个面，则移去e将使地图成为不连通的.

14.证明下述命题，它与引理3.4的证明中情况3所用的图3.8有关:点A

可以沿着原来的面f:的边移动而与点B相连.

}`1}.证明不可能在平面上画出一个地图，它的五个面有如下性质:它们中的

每一个都与共他四个面有一条公共边.为什么这不能证明四色定理?

(提示:回忆一下五个点上的完备网络不能画在平面上.)

16.举一例证明，对任意正整数、，在三维空间中都可能有n个立体，共中每

一个都与其他的每一个有一公共区域(面).山此，把四色问题扩‘展到__三

维空问甩的体积_L:来井不令人感兴趣了.
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三维空间里的拓扑等价关系

3-1拓扑等价关系

一个立体球拓扑等价于一个立方体或任何正则立体.如像第

1章中提到的，三维欧几.里德空间中的两个图形称做拓扑等价的，

当且仅当存在一弹性运动，使得其中一图形与另一图形重合.当

然如果我们给出两个物理客体，其中一个是固体橡胶球，另一个是

固体的木制立方体，我们不能使橡胶球与木立方体重合.如果我

们想使它们重合，它们就得互相撞击，使得橡胶球平贴在立方体的

外表面__E而不通过立方体的内部.这一例子可以用来强调数学所

研究的图形—无论是在欧几里德几何中还是在拓扑学中—不

是物理客体，而是抽象图形.一个三角形不是可以用木头、纸张或

绳子做成的东西，它是由以某种方法安放在一起的“线段”构成的，

而线段又是“点”的某种组合.这样，对几何或拓扑进行任何认真

的研究，就需要一个适当的基础知识，即对点集合进行一些讨论，

并清楚地理解怎样使一个点集与另一个点集重合.我们将这一基

础知识放在第6章里.现在，我们仍然依靠对图形的拓扑等价的

直觉，它是建立在理想弹性图形的弹性运动上的.

下面将讨论我们感兴趣的几个标准图形，其中有的在前面的

章节中非正式地出现过，但为完备起见，这里将它们描述一番.

一个圆是一平面曲线，它上面的每一点与平面上一定点的趾

离为某一定长.这一定点就是圆心，定长即圆的半径.一单纯封

闭曲线乃是与圆拓扑等价的曲线.一个单纯封闭曲线可以在一个
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平面__E也可以不在一个平面上.图1.1给

出不在一平面上的打结的单纯封闭曲线的

例子.

一个开圆盘乃是平面上被某一圆所围

住的那部分，但不包括圆本身.一个闭圆

盘乃是平面上的某一圆的内部或圆上的那

部分，即圆曲线上的每一点都在闭圆盘上、

注意，无论开的或闭的圆盘都是平面上的

一个表面.一个闭的圆盘是一个开的圆盘加上其内部为该开圆盘

的那个圆.

一个球面是一个三维的表面，它上面所有的点与某一定点的

戮1离为某一定长，这个定点即此球面的球.\Z.}，这个定长即此球面的

半径.

一个开圆球是三维空间中被某一球面所围住的那部分，但不

包括球面本身.一个闭圆球是三维空间中某一球面的内部或球面

上的那部分(即球面__E所有的点都在闭圆球上).注意，无论开圆

球还是闭圆球都是三维空间里的一个立体.一个闭圆球是一个开

圆球加上其内部为该开圆球的那个球面.

一个带夕个柄的球面乃是三维空间里这样的一个表面:在一

球面上凿2p个洞，弯曲夕个不同的管子，将它们的两端分别插在

这些洞里而得到的一个表面.图1.2表示一个带三个柄的球面.

一个“胎形”(图1.3)乃是三维空间里这样的一个表面:将

一个圆绕圆所在平面且不与此圆相交的直线旋转而得到的一个表

面.可以把胎形想成一个车轮的内胎或一个油炸圈饼的表面.

如果两个图形是拓扑等价的，我们可以用一弹性运动将一图

}f变成另一图形来证明之.例如，设有一圆形像胶带，我们可将它

切断，弯曲成图1.1中曲线的形状，然后再把两端接成它们原来的
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图1.3

样子.这可以证明图1. 1中的曲线确实是一个单纯封闭曲线，因

为它拓扑等价于一个圆.

那么怎样证明两个图形不是拓扑等价的呢?这就需要证明不

存在任何弹性运动，可将一个图形变成与另一图形重合.当然，我

们不可能-一一试用每种弹性运动一一不同的弹性运动太多了舜给

出这类证明的一个方法是，找出共中一个图形的一种性质，而这性

质不为另一图形所具备。女门果这一性质是拓扑性质，那么这两个
i寻



图形就不可能是拓扑等价的.因为任何弹性运动都不能产生或消

除这一性质，所以没有一种弹性运动可使其中的一个图形与另一

图形重合.我们证明一个球面不拓扑等价于一个胎形，以此为例

说明这类证明过程.ty};事实上，如果球面上面有一任意单纯封闭曲

线，并沿此曲线切割球面，则这个表面就分裂成两部分，故球面上

任意单纯封闭曲线都使得这个球面不再是连通的.而胎形不具有

这一性质.如果有一个圆穿过胎形的一个洞并围绕着胎的横切

面，用这样的圆曲线切割此胎形，这个表面就变成一个管子，但它

仍然是一个整体.所以胎形不能被这样的曲线切割成不连通的，

故胎形不具有球面所具有的上述性质.而且，一个表面可以被它

上面的任意单纯封闭曲线切割成不连通的这一性质显然是拓扑性

质.于是，一个球面与一个胎形不拓扑等价。

习题

Z. (a)证明胎形拓扑等价于只有一个孔的钮扣的表面，并且也拓扑等价于

带一个柄的球面.

(b)胎形上是否有一单纯封闭曲线可以使胎形成为不连通的?

2.证明有夕个孔的钮扣的表面拓扑等价于带p个柄的球面.

3. (a)证明带两个柄的球面不拓扑等价于带三个柄的球面。

(b)证明若p}q，则带p个柄的球面不拓扑等价于带q个柄的球面.

4.将下列各项分组，使得同一组中的各项

都是拓扑等价的，而不同组的各项不是

拓扑等价的，

(a)一个圈，

(b)一个开圆盘，

(。)一线段，

(d)一个球面，

(e)一个球状壳(三维空问中同心而

平径下等的两个球而之问的部分)，

(,)一个球，

止一二
.冬
沙扮一{
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(9)正方体的表面，

(r"b)一个正方体，

(z)一个正方体，它具有一个穿透它的洞，

(J)一个胎形，

(k)由四面体的棱组成的网络，

(l)一个形如煤气管的立体，

(饥)一个形如两端各有一个栓的煤气管的立体，

(、)一个形如一只右手的厚皮手套的立体，

(。)一个形如一只左手的厚皮手套的立体，

(p)一只形状简单的金戒指，

(q)一个圆环(平面上同圆心不同半径的两个圆之间的部分)，

(，)一张唱片的表面，

(s)图l. 4a中的网络，

(t)图l. 4b中的网络.

5.将图1.5中的大写字母

分组，使得在同一组内的

各个字母是拓扑等价的，

并且不同组中的字母不

是拓扑等价的.

A一_一__B_一__C D_一E

犷一__V一州 J

i介丫
U一少%c一W一0一理

3-2表面的分类

每个学生都知道一张

普通的纸有两个面，有时

抓

他必须只在一面上写字，有时则可在两一面上都写，在这一节中，我

们将看到一些只有一个面的表面的例子，但首先必须稍微详细一

点描述，我们所要考虑的到底是哪些表面.

像平面或球面一样，一个表面可以是“两维的”;但是，伸出一

根刺的球面(图2. la)或两个相切的球面(图2. lb)的情况怎样呢?

它们是表而吗了本节我们考虑一种叫做流形的特殊表面.一个流
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形是一个连通的表面(即，一个“一整片”的表面)，其中，极其靠近

表面上任何一点的局部表而都拓扑等价于一开圆盘.这就是说，

对表面上的每一点p，此表面上所有与夕点足够近的点构成一个

与开圆盘拓扑等价的集合，这个由在表面上所有靠近p点的点所

构成的集合叫做p的邻域.

图2.1中所示表面都不是流形，在图2. la中，在刺上的点没

有满足所需条件的邻域.在图2. lb中的表面上在接近两球面切

点的地方不与圆盘拓扑等价.

--娜攀一

(a)(b)

图2.1

一个表面是“有界”的，当且仅当整个表面都包含在某个开圆

球中.胎形是有界表面，平面不是有界表面.如果考虑一个表面的

某一片特定部分时，这片表面的“边界”定义为把这一片与表面的

其余部分分开的那条曲线.例如，把圆盘视为平面的一部分，圆盘

的边界就是包围它的那个圆;平面上一个圆环的边界包括两个圆.

注意，表面上的某一片的边界不完全取决于这一片本身，而且也取

决于表面的其余部分，因为边界必须是两个集合的“划分者”或“边

界”.这一点可以用一个例子说清楚.如上所说，若将圆盘视为平

面上的一部分，它的边界就是一个圆.假如我们把一个圆盘做为

该圆盘本身的一部分来考虑，则表面上所有的点都在所考虑的这

一部分里，于是当然不存在这一部分和表面上其余部分之问的“划

分者”.即，当把圆盘看做是它自身的子集时，它没有边界.在第
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8-3节中，我们将有对“边界”的一个更令人满意的定义.现在，我

们只关心一些简单的情况，所以只要用直觉概念就够了.当我们说

到一个表面的边界时，我们总是认为这已知表面是其自身自然延

伸的那个表面的一部分，例如平面里的圆盘.注意到下面一点也是

很重要的.即，尽管“有界的”(bounded)和“边界”(boundary)这两

个词很相像，这两个概念却是根木不同的一个球面和气个圆盘都

是有界的表面，但是球面没有边界，而圆盘的边界是一个圆.一个

平面是没有边界的无界表面;平面上的一细条是有两条平行线为

边界的无界部分.一个表面是“封闭的”，当且仅当它是有界的且

没有边界.一个球面是一个封闭的表面，因为它是有界的，并且我

们可以在一个球面上自由运动而永远不会碰到一个边.另一方面，

无论开的还是闭的圆盘都不是封闭的表面，因为它们都有包围着

它们的圆做为边界，注意，在表面上“封闭的”一词的用法与第2-1

节中关于网络之路径为“封闭的”的用法相同.在这两种情况下，它

都是指运动不会为一个端点或一条边所阻止.(一个封闭的路径不

要求有界性这一条件，因为所有路径都是有界的).一个流形可以

是也可以不是一个封闭的表面.球面是一个流形，它是封闭的;开

圆盘也是一个流形，但它不是封闭的表面.闭圆盘不是一个流形，

因为在边界圆上一点的靠近地方，其表面不拓扑等价于开圆盘.

有一个有趣的方法来表示某些流形.即把长方形的某些边粘

二
·
亩
姗

合起来.例如，图2.2中，把长方形

的两端粘合在一起，使得标记为

AB的两条线段重合，并使图中的

两个箭头方向一致.这个长方形

所表示的流形就是一圆柱曲面.

注意线段BB, AA代表圆柱表面

两端的圆.在这两个线段(或圆)

5君
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上的点不能包括在流形上，因为它们在表而上没有合适的邻域.圆

柱的这种表示法有时很方便.因为它能平放在桌上而且立即可以

看到表面的一个面的全部.

假设图2.2中的一个箭头倒过来，如图2. 3所示。如果把长

方形的一端扭1800，然后将两端粘合在一起，使得标记为AB的两

个线段重合，并且使两个箭头的方向‘致，就得到一个叫'Uri1-,;�c111\! V1 KU

带的流形(图2. 3b)。为了得到一个流形，必须像图2.2中那样，这

图2.3图2. 3 Mobius带

个表面必须不包括图2.3中的两条水平线段.然而这两个线段不

再代表两个圆了，这里它们代表同一单纯封闭曲线的两半.一个

Mobius带只有一个面(side)，为了了解这一点，设想一只苍蝇从

P点出发沿表面上的曲线c爬行，它沿着C的虚线部分回到P点.

由于苍蝇既没有穿过表面，也没有绕过表面的边，所以它一定一直

在表面的同一面，但是看起来，它是从表面上它所出发的“另一面”

回到点尸的.因此看起来是P点所在表面的两个不同的面，实际___匕

只是此表面的同一面的两个部分.注意单面性(onesidelless)与

其一说是表面的内在属性，倒不如说是它的外在的属性.这就是说，检

验一个表面是否是单面的，不完全是在表面_L进行的，而是使用了

周围的空间.在上面苍蝇的例子中，我们已经默认:如果苍蝇走动时

脚一直在表面上，并且不通过表面的任何边，则它的头的运动所经

过的所有的点也‘一定在表面的同一面.如果表面是一Mobius带，

这只苍蝇的头就能从任意接近表面的点运动到任何另一接近表而
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的点，于是所有点都在表面的同一面，这表面是单面的.从习题5到

习题9都与表面的内在性质有关，这个性质与一单面性紧密相连.

图2.4给出一个面的表面的另，一个例子.这个流形叫做克来

因瓶(Klein)，它不可能在三维空间中造出来.图2. 4a给出克来

﹄
气
谈
麒
一姿

乒 诊\

图2. 4 Klein瓶

因瓶的表示:一个两对边分别粘合的长方形.用实箭头标出两条

边的粘合给出一个圆柱形表面(图2. 4b).它的两端还有待重叠

在一起.这一步骤不可能在三维空间中进行.(如果2. 4c所示).

圆筒的一端一定要戳过面而从里面与另一端相接.但是，这个表

面在瓶颈通过面的地方不能与其自身相交(这就需要一个四维空
60



间来使得瓶颈“绕过”这个表面而不是“穿过”它).

一F面的定理给出一个有趣的对封闭的双面流形的分类法.类

似的对单面流形的分类法可在所给的参考文献中找到.

定理2.1任一封闭的双面流形均拓扑等价于一个带有儿个

柄的球面.

i,T明:木宁抑配1证明韶W,术奴}1.1 urn w右攀Wh徒夹可f,1六

参考Brumf iel, Eicholz, Shanks的书《Geometry;33页定理2

或参考Aleksandrov的书<<<Combinatorial Topology>> vol. 1

第110页定理7.2中找到证明.《
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习题

将一长方形的边如图2.5所示的那样

粘合起来，它表示一个怎样的图形了
一一一-〕卜

图2.5

对下列每一表面说出它是(i)封闭的或不封闭的，(ii)是一个流形或不是

一个流形，(iii)单面的或T}面的，(iv)有界的或无界的.对每一个封闭

的双面流形找出数字夕，使得该表面拓扑等价于带p个柄的球面.

(a)一个平面，

(b)一个胎形，

(。)一个Mobius带，

(d)一个克来因瓶，

(。)一个开圆盘，

(f)一个闭圆盘，

(9)图2. 6a的表面，

(h)图2. 6b的表面，

‘幻图2.6。所示的有两个对顶着的圆锥表面，

‘力一把椅子的全部表面(横撑，条板，椅座，靠背等).

如图2.7所示的那样对圆柱表面和Mt')bius带进行试验:在将两端粘合

之前把一端扭儿次，然后沿虚线。切剖人面，扭的次数产生了什么作用,r
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图2.7图2.8

有一种古老的东方游戏叫做五子棋，是两个人玩的.在一j丁三方形板上横

竖各画.13条或25条线(图2.8)，每个游戏者有他自己那个颜色的一

‘2，



些棋子.游戏者轮流走棋，将棋子放在横线与纵线的交点上，棋子一经

放好就不得再移动.首先将它的五个棋子放在同一行(水平的、垂直的

或对角线的)相邻位置上的游戏者获胜.由于试把这个游戏放在胎形

(图2.6)和Klein瓶(图2. 4a)上进行，这两个图形上的各个方向皆画上

八条线.(因为它们的边有粘合的地方，为了方便起见，规定把棋子放在
方格里而不放在线的交点处.)

J .    } (,G }试证;在个1Y1( I V 1 l4 J带上可以选择一个绕点D1的旋转方向，然后

使尸环绕这个表面运行，同时不改变绕这个动点P的原来旋转方向，使

得当尸点回到它的出发点时，绕点P的旋转方向与出发时选定的不同.

具有这种性质的表面叫做“非可定向的”;不具此条件的表面称做“可定
向的”.(提示:试沿图2.9中的虚线移动尸点)

爪
卜
卜{

拜:::::交
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图2.10

(b)胎形是可定向的还是非可定向的了

(。)克来因瓶是可定向的还是非可定向的了

6.图2.110所示的表面是一个“投影平面”，尽管在投影几何课程中我们是
从不太一样的角度来研究它的。它拓扑等价于我们在投影几何课程中
所学的一种表面.

(a)证明:可将一投影平面视为一个圆盘和一条M6bius带，它们的边

是粘合在一起的.(提示:沿图2.10中的虚线切割此投影平面)
(b)此投影平面是可定向的吗?

(c)此投影平面是一个流形吗?



证明:一个包含在普通三维空间中的流形是可定向的，当且仅当它是有

两个面的.(提示:考虑一只苍蝇在流形的表面上爬行，同时考虑对该

苍蝇从头到脚的一个右手螺旋运动.)

图2.11所示的表面是一流形吗?它是可定向的还是非可定向的?若沿

一条环绕表面的曲线，并保持在所画的那条较高的线的下面，切割表面，

将出现什么情况?若沿虚线C切割表面将会出现什么情况?

拼拼井一井井井井价:::::!-爪
一
价
一
一
份
介

图2.11 图2.12

图2.12所示为一个边一长为2个单位一长度以原点为中心的立方体.我们

照下列规则使该立方体表面_L的点对(pairs of points)粘合:在x=I

的面和x- -1的面上，粘合那些以:轴为对称轴的点对.即粘合所有

点对((1, y,幻与(一1，_Y1幻.在y=1的面和y二一1的面一上，粘合

那些以x轴为对称轴的点对.即粘合所有点对(x, l,:)与(x，一1,

一:).在:二1的面和:=一1的面上，粘合那些以xy平面为对称面的

点对.即粘合所有点对((x, y, 1)与(x, y，一1),

现在我们得到一个立体，对于它的每一点，,L的邻近空间均拓扑等

价于球.这样的立体叫做三维流形.然而这个三维流形是以特殊方式

扭曲的.下面考虑由这个立体与三个坐标面相交而得到的三个一表面.

(a)共中哪个表面是可定向的了

(b)共中哪个在这立体中是单面的?(提示:设想一只苍蝇用脚在表面

上面走动，找出它的头所经过的可能的轨迹.)

，，，_二.，.，__、、二。，‘，_，._。.。。1_ ._.。_。一，一，卜.，、_:，_:._.、.。_，_，一。
(。)}.f }-l所有坐标满足等式X2+犷十;2=一去一的点所组成的表面进行同

“f一’一”-一’一”‘一.一’“’4”一””’一’一‘一”一尸一‘”一”’-

样的讨论.
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肆

带柄的球面上的地图

月4..，.--，‘~

任一1  51言

在第2-3节中我们定义地图为一个网络连同包含该网络的表

面.我们还讨论了平而地图的某些性质.在第三章里，我们讨论

了更一般化的表面并阐明任何封闭的双面的表面拓扑等价于带几

个柄的球一面.在这一章里，我们将讨论在这些更一般化的表面(带

几个柄的球面)上的地图.由于平面上的四色问题尚未解决，那

么读者可能会怀疑，对这些更一般的表面上地图着色问题，所了解
的东西会非常少.惊人的是，已经证明在这些更为一般化的表面

上地图着色问题却更为容易解决.节4-4给出胎形上地图着色问
题的解决办法.

4-2单连通集合

在一已知表面上的任一地图，地图的而(faces)乃是这已知表
而被(地图的)网络中的弧所分割成的那些分离的小片表面.因而，
地图的任意一个面都是表面上一小片连通的部分.这种连通小片
称为单连通的，当且仅当该片_E的任一单纯封闭曲线一可以畸变
(deformation)十为此片上的一点.即，在畸变过程中，曲线必须
始终留在该片上.

t畸变(deformation):拓扑学中常用的一个专有名词.此处可直观地理解如
下:在一拉紧了的橡皮片上画一单纯封闭曲线，然后逐渐地放松，这时它_L Get的图形
的变化‘或变形)就称为畸变.若设想橡皮可无限收缩，IIri [III线中间无洞，则此曲线就
有可能畸变成一点(直观的近似).—译者注



图2. 1a证实了一圆盘是一个单连通集合，因为圆盘上任意单

纯封闭曲线C可畸变为圆盘上的一个点.另外，一个油炸圈饼或

一个环状的区域(图2. lb)不是单连通的，因为曲线C不能在不离

开该区域的条件下畸变为一个点.一个平面或一个球面也是单连

通集合的例子.胎形不是单连通的.注意使曲线变成一个点的畸

变过程不是弹性运动，因为这一变形使曲线上不同的点融合为同
_一占

当然，即使在一个不是单连通的连通集合中，也会有一些可以

畸变为此集合上的一点的单纯封闭曲线.如果有一种方法可以改
变这样的集合，使得其上只存在这些可畸变为集合上一点的单纯
连通曲线，则这个集合就可变为单纯连通的.这种变化方法一般

是从集合上移去某些弧，这些被移去的弧称做切割线.图2.2所

示的是一单连通集合，它是由在图2. lb所示的油炸圈饼上进行一

次切割而得到的.从油炸圈饼上移去这一切割上的所有的点，使
得该集合中任意单纯连通曲线都可畸变为集合中的一点

有‘一些连通集合(图2.3)，它们需要进行两个切割才能变为

单连通集合.很容易明白，怎样就能得到需要三次、四次或任何多
整数次的切割，才能变成单连通集的集合。

石6



图2.2 图7v.3

但是任意连通集均可由数次切割变为单连通集这一结论却不

是明显的.困难之处在于，一个单连通集合必须是连通的.可以想

像得到的是，为得到单连通集合所需要进行的切割，可能使一该集合

分离为两片或更多片.我们将假设，任何封闭的双面表面上的地

图上的各个面，都可以由一些切割变

成单连通的.

对于图2. 1和2.3中的集合，很

容易看出，当引入一切割使得表而戍

为单连通之后，任何附加的切割都将

使表面不连通;即，任何附加的切割都

使表面分离为两片.我们假设有下列

结论:在一个封闭的双面流形上，一个

单连通集合中的任一切割必分离该集

合为两个单连通小片. 图u.4

习题

下列哪些表面是单连通的了对每个不是单连通的表面进行切割，使它
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变成单连通的，并验证任何附加切割均会使表面分裂为两个单连通的

小片.

(a)月台形，

(b)球面，

(。)带两个柄的球面，

(d)图2.4所示的球面的一部分，

(e)图2.5所示的带二个柄的球面上的地图的各个面.

图2.5

4-3尤拉定理

本节我们将证明带井个柄的球而这种一般情况下的尤拉定理

(定理3.3).为简便起见，一首先考虑球面本身(意即不带柄的)，并

用平面上的尤拉定理(第z章中定理3. 1)得出球面上的尤拉定理.

有好几种方法可以将球面上的地图与平面上的地图联系起来，其

中最简单的联系方法是山图3. 1所示的极点投影伽olar projec-

t ioI?).乎面与球面在点8处相切，点.N与点S在同一直径上的不

同端，即N与S是一球面直径的两个端点.对于球而上任何不是

N点的P点，过N和尸的直线与平一而恰有一交点口.反过来说，对

平面上一舔一点口，过Q与1W的直线与球面相交恰为一不为N的点
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P.这样，我们得到球面上的点与平面上点间的一个对应.球面

.上的点5对应于平面上同一点s.球面上的点N不与平面__L的任

一点对应，但N是球面上不与平面上任一点对应的唯一点.这种

点一点的对应叫做从N的极点投影.点N叫做投影极.

图3.1球面到平面的极点投影

选出球面上任一不在地图网络上的点N，从N进行极点投影，

就可以使球面上任一地图转换到平面上去.反过来讲，平面上的

任何地图可用极点投影转换到球一面上，其中投影极不在球面的网

络里.实际上，极点总是位于和平面地图的“外部”面(face)对应

的面上.

定理3.1(尤拉)若球面上一连通地图有V个顶点，E条边，

F个面，则

V一E十F二2.

证明:球面上任一连通地图可用一极点投影转换成平面上的

一连通地图，且这两个地图有同样数目的顶点、边和而，则从第二

章定理3.1可推出这里的结论.

我们屡次用到一个事实，即圆或平面上任意单纯封闭曲线将

平面分为三部分—曲线内部、曲线外部及曲线本身.球面上的

任意单纯封闭曲线也将球面分为三部分—两个区域及曲线本
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身.但平面上和球面上的情况有一不同之处:在平面上，一个单纯

封闭曲线可畸变为曲线内部的一个点，但不能畸变为曲线外部的

一个点.在球面上，一个单纯封闭曲线可畸变为球面上除了曲线

本身外的两个区域中任一区域上的一个点.这些事实已由图3.2

表示出来了.这一结论恰巧说明球面与平面不是拓扑等价物.因

为我们已经找出一种拓扑性质使得它们相异.这一结论并不出人
意料.

一、禽铆卜、

叹针丁介，护

(b)

图3.2

从上述讨论可以得到另一个有趣的结论，它由下而的定理(1

述出来.

定理3.2球面上一地图的各个面皆为单连通，当且仅当地

图是连通的.

证明:给定球面上的任一地图，其中有一个面f不是单连通

的.我们来证明此地图不是连通的.实际_匕存在一单纯封闭曲

线C，它完全在f内部(C不包含网络上的点)，_且C不能畸变为f

中的一个点.现在若将C从球面上截去，球面就剩下两个区域A,

和A2.因为C可以畸变为这两个区域的任一区域中的一个点，所

以A1和A:都不能完全包含在T中.用A、代表区域Al或山.已

经证明A、包含面r上的点和地图上其它面上的点，因此Ai必包
夕0



含网络中构成两个面之间的边界的某一部分.但是，若网络的某

一弧上的任意一点在A‘内，则这整条弧必在A‘内，因为A‘的界

线C不包含网络上的点.这样，A‘包含网络的一整条弧并因此必

须包含网络的一个顶点.令a‘为网络的包含在Aj(i= l, 2)中的

一个顶点，则网络上不存在以CG 1及a:为顶点的路径，因为这样的

路径一定得穿过C由此证明网络不是连通的.

另一半逆定理的证明留做练习(习题3).《

定理3.2说明球面上连通地图的各个面都是单连通的.对于

平面__匕或带p个柄(p}0)的球面上的连通地图，此结论不成立.然

而，如果将地图是连通的这一前提换成每个面是单连通的，则尤拉

定理可推广到带柄球面上的地图上.

定理3.3(尤拉)若带p个柄的球面上的地图有V个顶点，E

条边和尸个面，且每个面是单连通的，则

Y一E-I-F---2一2p.

证明:在开始证明之前，我们先做出两个预备的论述.

第一，注意我们要证明的这个方程式是表示地图的一个拓扑

性质.在证明这一结论的过程中，可以使用任一弹性运动随意改

变这个地图，并且只要我们能证明对于改变了的地图来说此等式

成立，则它一定也对原地图成立.在证明过程中所使用的弹性运

动将使整个表面仍保留原来的形状与位置，但这一运动要延展或

缩小地图的某些面，从而使某些个别的点运动到表面上不同于它

原来位置的地方去.我们把这种弹性运动叫做“使网络在表面上

滑动的运动”.但是，当然，在实际的弹性运动中，表面是与网络一

起滑动的.

第二，注意，只要能够满足下列要求，我们就能够任意地改变

地图(网络或表面).要求是:对于新的地图(有V'个顶点，E'条

边和厂个面)，侧一刀十尸之和与V--E十Ty的值相等.实际上，
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我们甚至可以允许对地图进行使得V / --El十F'=I=V-E_LF的变

化，只要我们记住这个表达式的值的改变，并在最后的结果中把这
个改变算进去就行了.

现在可以对定理3.3进行证明了.图3.3举例说明了带三个

柄的球面的情况.图中只给出网络的一部分.我们来考虑在带p

个柄的球面上的任意地图，它的各个面都是单连通的(图3. 3a),

并假设网络已经在表面上滑动过了，而使得它的任何顶点都不在

柄与球面相接处的圆上;并且使得任何柄与球面相接的圆都不与
网络的弧有公共线段.因为地图的每个面都是单连通的，于是任

何一个面都不可能包含着任何一个柄圆截面.这样，对于每个柄，

网络中至少有一条路径要沿着柄的纵长方向行进(图3. 3a给出柄

h，上两条这样的路径及柄h:和h3上各一条这样的路径).

现在，对地图连续进行三次变换，对共中每一次变换，有:
V‘一E'+F‘二v一E十F.

首先在网络上增加顶点.对每个柄hi，选择柄与球面相接的

圆。‘，并且在网络与任何圆。i (i=1,2,3,⋯，川相交处放上一个顶

点.每个新加的顶点使原来的弧变为两个小弧.于是，如果我们

令n代表网络上增加的新顶点的数目，则所增加的边数也为n，而
面的数目不变.

第二步，在网络上增加新的弧.沿着每个圆。‘被新顶点(前

一变化所增加的)所分割成的弧增加新弧.在每个圆。‘上，所增

加的弧的数目等于前一次变换中所增加的顶点数.于是，所增加

的弧的总数为、.这些弧中的每一条都是地图中的一个单连通而

的切割.这样，每条新增加的弧都将一个面分为两个较小的单连
通面，从而使得面数增加n"同时顶点数目保持不变.

第三步，沿每一个圆。、切割表面，并将柄的割断端拉得稍微

离开球面，使得这些衍成为从球面表面上突出来的管子(图3. 3b).
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同时，由于在柄h‘割断端复制了。‘的顶点和弧，我们就更改了网

络.复制的。‘记为哄.在这第三次变化的地图中，一共增加了n

个顶点，n条边，没有增加面.现在这个表面上有夕个圆洞和尹个

一端开口的管子粘在表面上面.地图上现在有V十Zn个顶点;

E+3n条边和F+n个面.

最后一步，我们对地图进行变化，使得侧一岔+尸‘羊V一刀+尸.

我们将每个管子缩回到表面上，得到一个有2夕个圆洞的球面.将

这些洞填满—给地图增加2夕个开圆盘状的面.现在我们得到

一个球面上的地图，它有V+Zn个顶点，E+3n条边和F+n十2夕

个单连通面.由定理3.2和这个球面上的地图是连通的.于是，

由定理3.1，有:

(V+Zn)一(E井一3儿)+(F+n+2夕)=2，

或:V一刃十F二2一2尸.《

习题

1.考虑地球的极点投影，它的投影极N为北极.

(a)球面上的纬线在平面上的象是什么?

(b)球面上的经线在平面上的象是什么?

(。)球面上既不是经线也不是纬线的圆在平面上的象是什么?

(d)其在平面上的象是直线的球面上的曲线有何特点?

2.找出球面上一个不连通地图，其中V一E+F手2，对球面上的地图来说

V一E+F的可能值是什么?

3.证明:若球面上一地图的每一个面都是单连通的，则该地图是连通的.

4.(a)证明不存在一个其各个面都是单连通的平面地图.

(b)举例证明对任何夕>0，带尹个柄的球面上存在一连通地图，它有一

个面不是单纯连通的.

5.图3.4给出一个带两个柄的球面_一L的地图.

(a)地图上V，E，F的俏各是多少了

(b)它的每个面都是单连通的吗了
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(C)说明不可能滑动这个地图上的网络，从而使得对两个柄中的每一个

来说，有一个它与球面相接处的圆是由网络的数条弧组成的.

(d)对于定理3.3的证明，证明对某些地图来说，对它们所进行的前两

个变换可由地图在表面上的一些滑动来代替.但要证明，这一代替并不

适用于所有地图.

6.在节3-2中我们已知一个与带一个柄的球面拓扑等价的胎形可由一个

其各边以特定方式粘合的长方形来代表.说明图3. 5a和3. 5b都代表

图3.N
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一个有两个柄的球面.(提示:沿网络的弧切割图3.4得到图3. 5a;简

化图3.4中的地图并再次切割它，得到图3. 5b.)在这两图形中的每一

个上标有同样的字母的两个边要粘合在一起，并使得两个箭头方向

一致.
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图3.6

图3. 6a和图3. 6b都代表了一个带两个柄的球面上的地图(只有虚线是

地图的边).将这两个地图各自画成如图3.4中的形式.

图3. 4和图3.7都表示带两个柄的球面上的一个地图，试用类似图3.6

的形式来代表它们.

图3.7



4-4胎形上的七色定理

在第2-3节『一朴，我们已经证明了，任何平面地图均可用五种颜

色着色.同时我们也提到，到现在为止还没有发现实际上需要用五

种颜色才能着色的平面地图.由此，对任何平面地图的着色问题

来说，其所需要的颜色的最小种数我们并不准确知道.在第A._2-.t  v

节中，对极点投影的讨论证明了，可将平面地图移到球面_匕或将

球面地图移到平面上.这就意味着，对球面上地图的着色问题，其

解决的情况恰与平面地图的情况一样.相反的，对于较复杂的表

面，比如就胎形来说，这个问题却完全解决了.

定理4-1胎形上任一地图可用七种颜色着色，并且在胎形

上至少有一个地图需要用七种颜色着色.

证明:设计一个实例，证明地图确实需要七种颜色着色.将此

证明留做练习(习题1),

对七种颜色是充分条件的证明基本与五色问题中这一部分的

证明一样.(第2章定理3.5和它前面的引理).我们这里省略了

一些细节.

首先，我们将只注意那些其所有的面都是单连通的地图.因为

如果给我们以胎形上的一个地图，它的某些面不是单连通的，我们

则可以对它进行切割从而使它的所有的面都变成单连通的.如果

这张改变了的地图可以用七种颜色着色，那么只要抹去那些割线

就可使原地图能被七色着色.

第二，我们可以只考虑那些有单连通面的正则地图.这是因为

任何秩不为3的顶点都可以被扩张成一个小的开圆盘(它是单连

通的).而且，若这一新地图可以用七色着色的话，则原地图也

可以.

第三，胎形上的每个其各面都是单连通的正则地图至少有一
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个面具有六条或少于六条的边.实际上，若此图有Y个顶点，宕

条边和F个面，其中n‘个面有2条边，则，

ni+n2+n3+⋯⋯二尸

并且弧端的总数为2E或3V，因此，

2E二3Y.

由定理3.3

Y一E+尸=0.

因为网络中每一条弧都最多只能是两个面的边.

ni+2n2+3n3+⋯⋯《2刀

从上述的几个关系式中消去Y, E和F，有:

5n,+4n2+3%+2n4+n5一n7一2n3⋯⋯>0

所以，由ni到n6至少有一个数必为正数.

第四，除去一些显而易见的情况外，胎形上任一地图的每一个

面至少有一条边将此面与另一个面分开.

第五点，也是最后一点，对地图的面的数目进行归纳即可完成

这一证明.如果地图有七个或少于七个的面，结论是明显的.假设

胎形上每一有k个单连通面的正则地图可用七种颜色着色.那么

考虑胎形上有k-十1个单连通面的地图.选出该地图的一个面f,

它有六条或少于六条的边，并选出f的一条边。，它将f与另一个

面分开.移去边。，用通常省略顶点的办法，来保持地图是正则的.

地图的这一改变使它成为有k个单连通面的正则地图.由归纳法

假设知这一新地图可用七种颜色着色.当把e边重新放到地图上

而恢复原地图时，肯定至少有一种颜色可以用来着色f面，因为与

f面有一条公共边的那些面最多能用六种颜色.

习题

给出胎形上一个有七个面的地图，它的每个面与其它六个面各有一公共



边.证明这个地图需要七种颜色才能着色.胎形可用第三章中图2.6

所示的那样由两对边分别粘合的长方形来表示.

9. (a)证明:除显而易见的情况之外，胎形上一地图的每个面至少有一条

边将它与另一个面分开.那些显而易见的例外是什么?

(b)试证:当如定理4.1的证明中所述的那样将边e从地图上移去时，

新地图的k个面中，每一个面都是单连通的.

3.对图4.1中所示的胎形上的地图完成定理4.1的证明步骤.图中的胎

形皆由两对边各自粘合的长方形表示，而地图的网络皆由虚线表示.

一一一白卜 一一一臼，

!「下{一!!不万!!
一一一口卜一——曰卜

(a)一，(b)

一一一臼卜一一一勺卜

!压万侧川阵牛习!
匕二一、_、_一一之二」1.，/.  I

一一一〕卜

(c】

一——〕卜

吸d)

图4.

.7，.



伍

约当曲线定理

5-1引言

约当(Jordan)曲线定理是拓扑学经常要用到的重要结论.在

前面的工作中，我们已经几次使用它了.粗略地一说来，这个定理认

为平面上一单纯封闭曲线有一个内部和一个外部.更准确地说，

若一单纯封闭曲线C是在一平面上，且C上的所有点都从平面上

移走，则平面所剩余的部分恰由两个连通部分组成，而曲线C分VI

是这两部分的界线.直观地说，就是不可能不通过曲线C而从这

两部分中之一部分到达另一部分.

图1.1

.80.



这一结论对平面上的一个圆来说显然是成立的.同样明显的

是，任何弹性运动都会保持曲线的内部和外部均为连通的，且这

两部分仍以该曲线为其界线.然而，现在让我们来看一个例子.图

1. 1给出平面上一单纯封闭曲线，点P是在曲线的内部还是外部?

当然，可以画出比图1. 1所示的更为复杂的曲线来，那么我们怎样

才能在任何情况下确定一特定的点—不是在图L 1所示的这样

的曲线上—是在曲线的内部还是外部呢?有什么可供应用的测

定方法吗?对Jordan曲线定理的一般的证明超出本书范围.下一

节只给出它在多边形情况中的证明.

6一2约当定理在多边形情况下的一个证明

在证明多边形特殊情况下的Jordan曲线定理前，我们必须确

切地理解什么是多边形.令al, a2, ......9 a。为平面上一串二个点

的点列，共中有些点可以重复出现，不过我们要求此点列中互相毗

邻的一对点a=, a‘十1是相异的两点，因而它们可以决定着唯一的

线段.以al, a2, ......, a。为顶点的多边形路径乃是指ala2, a2a3, ...

⋯，an-la。这n-1个线段的序列.此路径称为连接al和a。两点·

如果al与a。为相异两点，则所谓以al, a2, ......, a。为顶点的“多边

形”乃是指a l a2, a2a3,⋯⋯，an-,an, ana，这n个线段的序列.共中

这些线段称为此多边形的边.一多边形为“单纯的”，当且仅当其

所有的顶点皆互不相同，并且任意两边除了可能在它们的端点上

相交外皆不相交.

我们现在就可以论述我们即将证明的Jordan曲线定理的

特例.

定理2. 1(Jordan)若S为任一平面P上的单纯多边形，则P

上所有不在S上的点可用以下的方法分成A和B两个集合:同一

集合的两点皆可用一不与S相交的多边形路径相连接，而任意两
81



点，共中一点在A集合中，另一点在.8集合中，则不可能如此相

连接.

证明:在平面尸上选择一个方向，它不平行于多边形S的任

何一边.对平面上任一点二，我们用H二表示以二为起点以选定的

方向为方向的半线(即射线).也就是说，H二是这样的点集，这些

点是在过点x平行于选定方向的直线上且位于x的一侧，即选定

方向所指向的那一侧.这个方法由图2.1中的图例说明.现在令

A为平面上所有这样的点二的集:x不在S上，H二与S相交偶数

次.同样，令B为平面上所有这样的点的集，这些点不在S上，其

半线与S的交点为奇数个.在计算半线与S的交点数时，有一种

特定的规则来计算与S的顶点相交的交点数.如果多边形于顶点

处跨越半线(成交叉状)，则这个交点就要计数;但是如果多边形不

在顶点处跨越半线，则这个交点就不计数.由此，图2.1中H二与

S有两交点，而H;与S就只有一个交点.

现在，如果点二沿着一条不与S相交的线段移动，则H二与S

的交点数仅当H二移动到经过S的某一顶点时才可能改变.但是，

对这两种情况:WS于这个顶点处穿过H二和(2) S不在该顶点处

穿过H二考虑后可知，.H二与S的真正交点数虽然可以改变.但这
82



个数不能由奇数改变成偶数，或由偶数改变为奇数.由此可知，任

一与S不相交的线段上所有的点(并且因此是任意不与S相交的

多边形路径上所有的点)皆在同一个集合A或B里.这就证明了，

A里的点都不能够与B中的任一点用一多边形路径相连接.

我们只剩下要证明:若p和q为同在A里或同在B里的两点，

则夕与q可用一不与S相交的多边形路径相连接.考虑线段pq

(图2.2).若这一线段不与S相交，那么它就是合乎需要的路径.

若此线段与S相交，则可选一多边形路径如下:沿着线段pq走到

快到第一个交点之前，然后沿着靠近S的两边的线段走(可是不穿

过S)一直到接近pq与S的最后一个交点之前，再沿着线段pq的

一部分前进到q点.证明这是一个不与S相交的多边形路径留作

练习(习题2).《

图2.2

习题

1.图2.3中哪些图表示多边形路径?哪些图表示多边形?哪些图表示单

纯多边形?在每一情况中指出哪些点为顶点;对同一图选择不同的顶点
是可能的吗?

2. (a)试证:S不与定理2.1的证明结尾中所造的多边形路径相交.(提

示:由证明的第一部分，所有沿着这一路径上的点必须位于集合A与B

8多
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中之一的同一集合.)

(b)对定理2.1里的集合A与B，试证:必有至少一点在A中并且‘至少

一点在B中.

3.定理2.1的命题与证明是拓扑的吗?为何是或为何不是?讨论之.

4.在尝试扩展定理2.1的证明到任意的单纯封闭曲线时，会遇到什么

困难了

5. (a)定义一个一单纯多边形的内部与外部.

(b)是否一个单纯多边形的内部必为单连通?其外部又如何了

6.在定理2.1的证明里，点的区分于集合A与B之间乃是建立在计数某A

交点上.试想出另一特性，它可用来将不在S上的平面上的所有点划分

在两个集合里，并且这两个集合具有我们所需要求的特性.
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陆

集合

6-1引言

到目前为止，我们已经在本书几个地方考虑了事物的集

合—或则是某一表面上的所有的点，或则是某一网络里的所有

的路径.今后，我们将更多地涉及到事物的集合.因此，不仅需

要对集合的构成有一种直觉的概念，而且也需要熟悉一些与集合

有关的符号和术语.在十九世纪的末期，提出了一些与集合论的

基础有联系的很重要问题.即使在今天，并不是所有这些问题都

已经被解答得使每个人都满意.至少大家都同意集合的构成必须

有某种限制或者用某种有序的程序来处理.通常，在展开对集合

论的逻辑性的讨论中，集合的组成份子被认为是一个没被定义的

概念.集合的组成份子必须满足某些公理，其它的概念都是以集

合的组成份子的形式来加以定义的.

在这本介绍性的课本里，除了在某些问题里要一些简单引证

外，我们打算不理会对集合构造的那些限制.在展开对集合论的

讨论时，我们宁可用直观的方法而不用演绎的方法.对于那些感

兴趣的学生，在参考文献里给出了一些对集合论进行更严格讨论

的文献[例如参考Halmos : Naive Set Theory ] ,

6-2关于集合的一些相互关系

每个人都熟悉集合.图书馆就是一些书的集合;一个委员会

硅一些人的集合;一年是一些日子的集合;银河系是一些太阳系的



集合.我们将把集合、类、族和集团当做同义词使用，并且认为一
集合是由一些可鉴定、可区别的对象所组成.这就是说，给定任一
对象，我们必定能够鉴定或认出它，并且由这种认识就可以判定这
一对象是这一集合的元素或不是它的元素.并且，若两个事物在
某一集合中表现为两个不同的元素，则这两个对象一定是可以互
相区别的;不允许完全相同的几个对象表现为某一集合里不同的
元素.简言之，一个集合中的元素是不允许重复的.

例如我们来考虑由所有小于或等于10的正整数所组成的集
合.在断言它是一集合时，要满足下列条件:

(1)给定任一个对象，一定可以判定它是或者不是一个小于
或等于10的正整数.

(2)给定一对象a，它是一个小于或等于10的正整数，以及
一事物b，它是一个小于或等于10的正整数，则必可判定a与b不
相同，或者它们实际上是同一的.

初看起来，上述的(1)和(2)所要求的两个判定似乎当然总是
可以做到的.但是对这两个判定的忽视却是产生一些毫无结果的
争论的根源.我们来看另一个例子.假设我们考虑由所有圆形对
象构成的集合，而有人提出地球是我们所考虑的对象之一那么，
地球是不是这一集合的一个元素呢?通常说地球是圆的，但是每
个人都知道地球上有山脉、丘陵和峡谷，因此地球是不是此集合的
元素就取决于我们所赋予“圆”这个字的确切意义.再举一个例子;

假设你借给了你的朋友一角钱硬币，他答应还你.第二天，他给了
你一f一个一分钱硬币.那么他还完债了吗?你的朋友给你的十个一

分钱硬币和你借给他的一个一角钱硬币是同一对象吗?这里，我
们又看到，为了理解一个命题，必须清楚地理解命题中所包含的
术语的意义.

通常我们用大写的罗马字母表示集合，用小写的罗马字母表



示集合的元素.若对象a是集合A的一个元素，我们写成:

a EA.

若对象a不是集合A的一个元素，我们写成:

-:}布A.

通常用两种记法系统来表示集合.其中第一种记法对于只包

含几个元素的集合最为方便.在这种情况一F，可以把所有元素在

一对大括弧间列出来.例如，401 1}即一个恰有两个元素—正数

0与1—的集合.这种列出集合中所有元素的方法，使人易于判

定出任一对象是否为此集合的元素.因为只要把这个对象与此集

合所列出的每一个元素作个比较就行了.若此对象与列出来的元

素之一完全相同，它就是此集合的一个元素，否则，它就不是此集
，.一二.、，‘，一，、、一、。，一一，、，.rr_r . 1_一二_，、。，、_。_，、2、、_

合的元素.当然，还必须可以判定两个对象是否同一考虑导这
价，.r / u刀、’一J川’~~‘八一v/ o zJ产份‘’‘’‘’刁;;-,o -. /-A.-~”‘’一-F‘~’2一

一对象_它是集合{。，:}的一个元素吗:我们知道“2”与“1”乃是
/，刁、’目~~曰‘一’一’卜廿’f %.4 L1.‘’J~”Ji一2‘一‘’‘”

同一个对象的两个不同的名字. 所以号E{o, 1},
如果一个集合有许多元素或无限多个元素，则要把这集合的

元素完全列出来是既不可能也不实用的.在这种情况下，可能只

需列出这一集合的几个元素，就可以期望读者从上下文或以前的

经验正确地猜出其余的元素是什么.例如，集合{3, 4, 5,

498}一定会被理解为恰有496个元素，它们包括从3到498的所

有的整数.同样，41,213,⋯⋯}乃是由所有正整数构成的集合.

用来表达集合的第二种记法，在于对集合做描述;即:它给出

了一种检验规则，可以应用于任一对象，使得从检验的结果就可以

判定此对象是否为此集合的一个元素.这种记法的形式是:{x'

⋯}.其中的三个点表示某一检验法则，而x必须通过这一检验法

则的检验才能成为此集合的元素.例如。佃:3cxc498}(它可以
8夕



读做:由所有如下对象x所组成的集合，其中x是介于或等于3与

498的数)，它是由使得命题3<x<,498成立的所有对象x(且无

他者)组成的.因此，这第二种记法的基本特点就是，它指出如何

对任一对象判断出它是否为某集合的元素.与第一种记法一样，

这第二种记法有时也要求读者由上下文或其它来源提供一些实际

上并未写出的信息.例如，在一个关于整数的讨论中，集合

{x:3《x<498}

必须理解为与集合

{3，4, 5,⋯，498}

有着完全相同的元素.如果我们的讨论是针对实数的，则这两个

集合必有不同的元素，例如:

二〔{二:3<x<,498}，但是二布{3, 4, 5,⋯，498}.

一集合若用第一种记法来表达，则称它为被罗列，若用第二种

记法表达，则称它为被描述.

对集合的描述法的另一种看法是，把形式{x: ...}里的三个点

用“x具有某种特性”这一命题来代替.这一集合就由所有确实具

有这一特性的对象(且无他者)所组成.集合

4x: x是圆的}

就包含所有圆的对象.由此，任一特性，只要它使得每一对象或者

有此特性或者没有这一特性，则都可以用来描述一个集合.反过

来说，对任一集合，都存在一种特性可以用来描述它.显然，如果

我们已知某一集合A，那么“是A的元素”这一特性就表明这一集
合所有元素的特性.即:

A二{x: xEA}.

上面的这个等式引出一个问题，即:两集合相等这说法意味

着什么.我们已经说过，一个集合就是由作为其元素的那些对象

构成的.于是自然认为，两个集合相等，当且仅当它们含有相同的
88



元素时.

除了相等性之外，还有别的有关两集合之间的重要关系.如果

一集合A的每一元素也是集合B的一元素，则我们称A为B的子

集，或称A包含于B;并且写为ACB或等价地写为B=A.(我

们遵守下面的协定:用“包含在⋯⋯之内”*意指“为⋯⋯之一元

素”，而用“包含于”**意指“为⋯⋯之子集合”)***.像以往一样，

ACB的否定式写为A年B.注意:每个集合A都是它本身的子集，

因为集合A里的每个元素肯定是集合A的一个元素!如果A(= B,

且A羊B，我们称A为B的一个真子集.如果集合A与B用描述法

给出如下:

A二{x:S(x)}

和B= {x:T(二)}，

很容易看出，A=B，当且仅当对于所有二，命题S(幻等价于命题

T(劝;再者，AC B，当且仅当对于所有二，命题S(劝隐含命题

T(二).由此，对于集合之间的相等性与包含性的研究同时也是对

语句函数(其值为句子的函数)之间的等价性与隐含性的研究.

有几个特殊的集合将使我们感到兴趣.往往为方便起见，我

们考虑一种集合，它包含与已知的问题相关的那些必须顾及的所

有的对象.这样的集合将经常地，但不是永远的，用x表示，称为

这个问题的“万有集”.如果对某一特定问题先选定了一个万有集

X，那么任何一个包含X的集合也可用来作为这个问题的万有集.

当然，对某一问题进行两种不同的研究很可能会有完全不同的万

有集.对万有集的选择可以想象为“对象”这个术语的一个定义.

很清楚，这个定义只能用于对特定研究相关的工作中.在多数的情

*原文为“is contained in---.”

**原文为“‘。included in ...0 "

***我们将在译文中尽可能避免这种叙述以免混淆.—译者注
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况下，一个可接受的万有集能从上下文中看出来，而在会引起混淆

的地方，则须指明万有集.

第二个令人感兴趣的特殊集合与万有集极端不同.如上文已

经指出的，若对于任一特性来说，每一对象要么具有它要么不具有

它，则由此可以建立一个集合—即，由所有具有该特性的对象所

组成的集合.但是若我们考虑“自身与自身不同”这一特性，则没

有一个对象具有这一特性.因为每一对象均与自身同一因此，

由这一特性所描述的集合—即集合{x: x幸  x}—没有元素.由

我们对集合的相等性的定义可知只有一个集合没有元素，这个集

合就称为“空集合”气我们将用0专门表示这个集合.注意，0是

任何一个集合A的子集，因为功的每个元素(它并没有元素!)一定

也是A的元素.

恰仅有一个元素的集合在许多问题里起着重要的作用.这样

的集合称为单元集.集合{a}—它仅有的元素为对象a—称

为含a的单元集.对象a与含a的单元集不同，注意到这一点很

重要.这就是说，我们把集合的构成过程看成是造一个新的对象，

它不同于此过程所作用的那些对象.这对含有多于1个的元素的

集合来说是很明显的—没有人会把集合{a,歼与单个对象a混

淆;然而集合{时与a有时却会发生混淆.考虑这样的情况:所考虑

的对象本身就是一个集合;如由所有正整数组成的集合N.那么N

有无限多个元素，而{N}仅有一个元素，当然它们不可能相同.对

这一情况的考虑对于区别4时与a之不同是很便利的，甚至也是必

要的.

刚刚所讨论的例子表明集合本身就是对象，并且可以是其他

集合的元素.所以，我们不能永远遵守前面曾讲过的一个约定，即

*原文the empty set (null set, void set)三者皆指空集合.—译者注
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大写罗马字母表示集合而小写罗马字母表示集合的元素.比如，

我们可能会考虑一个由人组成的集合，它可能是集合

了=                {x: x为高于6英尺的人}，

1的每个元素都是一个人，因而他可被认为是一个由分子组成的

集合.同样，此集合中的每个分子都是一个由原子组成的集合.

由此我们看到集合的元素本身可能是一个更复杂的集合.在这种

现象令我们感兴趣的极稀有的情况下，我们采用一种合适的记法
如下:

a,b,x，等等:考虑最简单类型的元素.

A, B, S, X，等等:由如像a, b, c, x等等所组成的集合.

Id ,M,117，等等:由如像集合A, B等等所组成的类(collec-

tion)*.

联系到上面所讲过的由高个儿的人组成的集合}7, C可以是一个

特定的碳原子，它与其他原子一起形成一个分子M.由这样的分

子所组成的一个类可能就是某个篮球队员0;而一个由篮球队员

适当地组成的集团就形成一个球队SP

例2.1令

A={1，2，3}，

并且

B= {x:x为一整数且1-x<10},

则4CB并且A手B.因此A是一个B的真子集.而且2EA, 2牛尽

{2}布A, {2} CA. A的一种描述方法可写成

A=笼x: xEB且一5<x<4}.

例2.2令A二{1,2,3}并且B= ix: xcA}.则

AEB，但A洋B;

*在一般数学书里，经常用collection表示由集合组成的集合，此时，我们称之为
类—译者注.
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1 EA，但1聋B;

{1}聋A，但{1}C A并且{1}EB.

集合B含有8个元素;将B罗列而写为:

B={m，{1}，{2}，{3}，{2，3}，{1，3}，{1，2}，

{1，2，3}}.

例2.}集合A二All 11 2} 21 2}恰仅有两个元素:i和nG.

习题

1.令A二{1,2,5,9}

(a)找出一个对象，它是A的元素.

(b)找出一个对象，它不是A的元素.

(c)找出一个对象，它是A的子集.

(d)找出一个对象，它不是A的子集.

(。)存在一个既是A的元素又是A的子集的对象吗?

2.令A二{{x: x为圆的}并且B= {x:x为红的}

(a)举例说明你怎样判定一个对象是否为A的一个元素.
(b)找出一对象x，使得xEA并且xEB.

(c)找出一对象y，使得yEA并且衅B,

(d)找出一对象:，使得蜂A并且城B.
(e)找出一对象C，使得CcA并且C=B

3.下列集合都是用罗列法表示的.试用描述法表示下列每一集合.对同一

集合你能想出不同的描述法来表示吗?哪一种记法显得更自然更方便了
(a) {2, 3，517,11，131.

(b) {2，3，5，7，⋯}.

(c){1，4，9，161.

(d)左1，4, 9，一，625).
(e){a, b, c}.

(f) {a, b，⋯，:}.

(9){约翰·詹斯，玛丽·史密斯}.
(h){在干线路和第1街交叉口的拐角处的加油站，在干线路和第2街
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交叉口的拐角处的加油站}.

(动{第二章中的图3.1，第二章中的图3.3，第五章中的图2.21,

(力{本书第24页第22行第4个字，本书第36页第4行的第3个字}.

下列的集合都是用描述法表达的.试用罗列法表达下列每一集合.对

同一集合，你能想出不同的罗列法表达吗?哪一种记法看起来比较自

然，比较方便?

(a) {x: x为整数且二<51,

(b){二二为整数且x>51

(c) {x: x为整数且4<二<5},

(d) {x: x为偶整数}.

(e) {x: x为偶整数且x为质数}.

(f) {x: x为一英文单词且以:y开始}.

(g) {x: x为一英文单词且以8开始}.

(h) {x: x为一英文单词且以pt结尾}.

(动{x: x为本书所用的字}.

(力{x: x为本书的出版者}.

试证，当且仅当A=B且B=A时A=尽这一结果是关于集合相等性的

许多证明的基础.

下列集合哪些是用罗列法表达的?哪些是用描述法表达的?讨论:对每

一集合，都能判定任一对象是否为该集合的元素，以此证明你对上一问

题的回答.写出你从上下文中，先前的经验或其他来源得出的所有附加

假设.

(a){房子，狗}.

(b){你，我}.

(c){a, b，⋯，Y, Z}.

(d) {a, b,⋯，7，81t.

(e){a, b，⋯}.

(f) {x: x为大的}.

(g) {x: x为二的小数表达式中的一个数字}.

(h) {x: x为二的小数表达式中介于第]，000, 000位V1第2,000,000位

小数之间的一个数字}.

(幻弋x: x为，的小数表达式中无限多次出现的数字}.
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(}){二:x为Zybnatious}.

7.集合A二王1> 2> ...，n}有几个一子集?有几个真子集?

8.下列对象中，哪些对对象相互间用二，〔，C或二四种关系中有一种或一
种以上的联系?

R = {x:二为一实数}.

E= {x:x为一偶整数}.

F=        l1+' = }x x为一有理数}.

T二数字2

V二{x: xCE _g. AR}.

S={21.

P=7一5

弓=={x:x二F}.

Q= }x: x是E中两元素的商}.

N二{1，213，⋯，n1.

9.试解释为什么0是每一集合的子集?是否0C0?是否OED?
10.假如你着手证明勾股定理，那么你选择什么作为万有集?
11.如同我们所看到过的，一集合的元素可能为任何一个对象.尤其是这些

元素自身也可能是集合.由此可以设想某一集合可能包含其自身作为
.它的元素.如果一集合含有其自身作为一元素，我们就称该集合为“超
常态的”;如果它不含有其自身作为一元素，则称该集合为“常态的”.
集合

6二{x: x为常态集合}

试证6既非常态的亦非超常态的.这就是罗素悖论的一种形式.它首
先于1908年由英国数学家伯特纳德A. W.罗素(1872--)提出的.它
表明，如果要使集合能照我们直觉所希望的那样工作，就必须对集合的
构成加以某些限制或规则，从而使它们不会变得“太大”.这种对集合的
构成作适当的限制不在这本介绍性的课本里讨论.

6-3关于集合的一些运算

前一节里我们已经看到两集合之间或对象与集合之间可能有
的儿种关系.本节中、我们将讨论用一些集合来构造另一些集合
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的方法.通常将两集合组合起来就可以产生出第三个集合.这种

方法或组合规则称为二元运算.我们在其他地方已经熟悉了二元

运算—例如，数字的加或乘都是把两个数字组合成第三个数的

方法.事实上，我们将要定义的两个集合运算，有许多性质是与数

的加法和乘法共同的.我们也将对一元运算感兴趣，即能够用一

个集合形成另一个集合.

在定义这些运算之前，先有集合的一个图解表示法会是很便

利的.这种表示之一是梵氏图，其中(图3. 1)的万有集由一个矩

形里面的所有的点构成的集合来表示;而某一特定集合A的元素

由此矩形内一单纯封闭曲线所包围的点来表示.在这个图中，点

a表示一个对象，它是A的元素:aE七而由点b表示的对象不是A

的元素:b戌A.

现在就能定义集合的运算了，并且用梵氏图说明它们.

两集合A与B的并写成AUB(图3.2中的阴影部分)，定义为

集合

AUB二{x: xEA或xC-B}.

注意，“或”一字用在数学里是不互相排斥的意思.这就是说，“命

题S或命题T"意指“命题S和T中至少有一个为真”.由此，xC-A

或xEB这个条件意指对象x是集合A与B中至少一个的元素，并

且它可以同时是这两集合的元素.当然，一对象若同时是A与B

的元素，则它只能表现为AUB中的一个元素.因为同一个对象
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不能重复表现为一集合的两个不同的元素.

两集合A与B的交写成AnB(图3.3中的阴影部分)定义为
集合

AnB={x:二〔A且xEB}.

“交”运算可以用来定义集合间一种重要关系.当且仅当

A门B-功时，即:当且仅当没有任何对象同时既是A的元素又是

B的元素时，集合A与B称为“不相连”(或其中某集合不相连于另

一集合).若两集合不是不相连的，则称为相交.我们已经见过几

个不相连的集合.平面里一个单纯封闭曲线的内部与外部就是不

相连的.若把一地图里的面看成是从该表面上移走地图网络后所

得到的那些小片，即:若面的边并不包括在面之内，则地图的任意
两个不同的面都不相连.

在第8-3节里我们需要比上述所定义的更一般些的并与交的
运算.如果14为任一由集合所构成的族，我们定义此族It的并为

U{A:AEd}二{默存在某一AE&，具有xEA}
同样，某一由集合构成的非空族Id的交定义为

n {A : AE,d}={x:对每一AEd, xEA}
在14二{A1, A2, ... l An}的情况下，我们也写作:

U人与门A;
冬9
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U扭:AE,d}与n {A:AE,d}.

从集合A减去集合B而得到的差集合写成A --- B(图3.4中的
阴影部分)，定义为集合

A_一B={x: xEA且x布B}.

注意，减运算可以在任何两集合中进行.为了形成集合A-B，它并
不要求B必“小于”A.

一集合A的“余”集合写成A'(图3.5中的阴影部分)，定义为
集合

A'二{x:城A}.

注意，不管集合A如何选取，A与A'两集合永远不相连.
井井共::拼 re斗.

....班.班.班.班.班井.班井.班井.班井.班井扮.班井扮.班井扮...一B的梵氏图:::-:」.- 1  1‘的梵氏图价::口一伙‘班

图3.4图3.5

例3. 1令万有集为X= {1, 2,⋯，10}，而且集合A = 4215)
79 8}j B- Ill 518l 1%, C- 439 6l %.则下述每一命题均很易于
验证.

AUB二{1,2,5,7,8, 10}(注意，对象5和8既是A的元素也
是B的元素，但各自只表示为AUB的一个元素).

A门B={5, 8}.

Anc二必因此A与c为不相连.
A一B={2, 7}.

A一C二{2,5,7,3}二A.

A' U Bf={1，213，4, 6, 719,10}二(A n B)’.



A' n B'={3，4, 6, 9}=(AUB)‘.

CC:A'nB,.

对于任意两个集合A与B，其差集合A-B能用其它的运算

式子表示.从图3.4可容易看出A-B=A n刀.并、交、余三种

运算的最重要特性由定理3.1给出，其它的特性及减运算的特性

都在习题里讨论.

定理3.1并、交、余三种运算满足下列条件.这里，X表示

万有集;A,B,C为X的任意一子集;功为空集合.

交换律

AUB=BUA, A. nB=BnA.

结合律

(AUB) UC=AU (BUC)，(AnB)nC^An(Bnc).

幂等律

AUA二A.AnA=A.

分配律

An(BUC)二(AnB)U(Anc).

AU(Bnc)二(AUB) n (AUC).

笛莫尔根氏律(DeMorgan's Law)

(AUB)‘=At n B'，(AnB)‘==A‘U BI.

关于余集合的规则

(才)‘=A，AnA'=m，AUA'二X.

m与X的特殊性质

AUK二A,   AUX-X,   }'二X.

Any二0,   AnX=A,   X'二0.

注意:由于结合律，我们将去掉括号而写成AUBUC，因为运算

的结果与一嵌入括号无关.

证明:为了举例说明所用的证明方法，这里将证明分配律里
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的第一个式子和笛莫尔根氏律的第一个式子.定理的其余部分的

证明留作练习(习题3).

证明An (BUC) _ (AnB) U (An c).从第6-2节中习题5

可知这一等式等价于两个包含式:

An(BUC)C: (AnB)U(Anc).

与An (BUC***-，1A j}B)U祖n C).

第一个包含式可由下文得证:假如x是An(BUC)的任意元

素，则xEA并且:EBUC.这就是说，x是A的元素并且x是B与

C两集合中至少一个的元素.但这就意味着x为A和B的共同元

素，或者x为A与C的共同元素;因此

xE(A n B) U (An c).

第二个包含式可用第一个包含式证明步骤的反述来证明.若

xE(AnB)U(Anc)，

则二EAnB或xEAnc.在这两情况中，均有二EA，并且x必为B

与C两集合至少一个的元素;由此xEA且x(EB U C.于是有:

xEAn (BUC).

证明(AUB)'-A'nB'.同样，把这等式用下述两个包含式来
代替，它们就是即将要证明的.

(A U B) 'CA, n B‘和(AUB)‘7-DA‘n BI

若xE(A U B)'，则x}AUB.这意味着x不是A与B两集合

中任何一个的元素.因此，xEA'并且xEB'.由此得出xEA'日B'

另一个包含式可用这些步骤的反述来证明.

习题

定义N, E, O,T,P五集合如下:

N={1,2,8,⋯}(把N看成万有集)

E={2，416，⋯}，O二{1，3，5，⋯}，



T:={316,91 ...}, P-{2,3,5,7, 11., ...} (P是由所有质数构成的集合).

对下列每一集合找出一种简单的描述法表达，并且罗列出一些元素来.

(a) E日0,(e) T门(E口P)，

(b) E门O,        (f) (T门E)U(T门P) ,

(c) E日T',              (9) (P门0,)日(P‘门0),

(d)(EUT)‘，(h){[(En o‘)U (E‘门0)〕‘U P}‘.

nG.用梵氏图表示出我们课文里所证明的分配律和笛莫尔根氏律(忽理

3.1).

3.(a)试证第二种分配律，并用梵氏图表示这个结果.

(b)试证定理3.1中没有被证明的部分，并且用梵氏图说明这些命题.

4.证明下列命题都是等价的.

(a) A=B,                   (d) A一B=01

(b) A门B=A,                (e) A'=D B',

(c)AUB二B,                (f) AFB,=0.

5.试证下列每个条件都是A与B两集合不相连的充分必要条件.

(a) A一B=A，(.'d)AFB'，

(b) B一A = B,                (d) A' U B'二11.

6.一个集合与它的一个子集可能不相连吗?一集合与其自身可以不相连

吗了

7.化简下列各式:

(a){[AUB门(AUA')〕UB‘}‘，

(b){仁(A‘门B) ' U (A‘门A)]门B}/

(c){[(AUB,)门A'〕U B,}，

(d){[(A U B)‘门A]' U B}‘.

8.试证对于任意集合A, B, C下列各式都是正确的.用梵氏图说明这些

结果.

(a) (A一B)一C=A一(B一C)二(A一B) (1 (A一C) ,

(b) A一(B一C)==(A一B)U(A门B门C) ,

(c) A一(B门C)==(A一B)日(A一C),

(d) A门(B一C)=(A门B)一(A门C) ,

(e) A日(B一C)=(AFB)一仁(B门C)一A],

(.f ) (A一B)'==A' U B.

·-100·



9.对任意集合A和B，定义

AAB二(AUB)一(A门B) .

(a)证明AA = (A一B)U(B一A).

(b)找出一集合:，使得对每一集合A都有AAZ=A，并且证明仅存

在一个集合Z满足这一条件.

(c)对每个集合A，求出一集合A*使得AAA* = Z，并证明:对每一集

合AL1，集合A.L1*是唯一的.

(d)证明(AAB) AC = AA (BAC) .

(。)试证当且仅当AAB=AUB时，A与B不相连.

10.将集合的并、交、减运算与数字的加、乘、减运算相对比较.在什么运算

过程中这两个运算集合相似了在什么运算过程中它们不同?

11.令B为一任意给定集合，并定义

a={A:A=B}.

(a) U {A : AEa}是什么?

(b)门{A : AE&}是什么?

12.在第6-2节中我们提到过，对集合间的相等性与包含性两种关系的研

究，可视为语句函数间的等价性与隐含性的研究.什么样的语句函数对

应于集合的运算u, n，一，和‘?「提示:irx设A = Ix: S (x)}与

B= {x: T (x)}，求出A日B与A门B等等的描述法表达.〕
13.化简下列各式:

(a) [A‘门(B U C)〕‘，
(b)〔(AUB) U C,〕‘，

(c)[(A日B)门(B日C)门(A日C)〕‘，
(d) A一〔B一(CUD)I,

(e) A一〔B一(C一D) ],

(f) A一〔B一(C n D)],

(9) A门〔(A日B)一B],

(h) (A一B)门〔(A门B) U (A一C) ],

(i) (A门C')U(A门B门C)口(A门C),

(J)(A门B门C) UA, UB, UCI，

(k) [A U (A门B) U (A门B门C)]门〔AUB日C] l

(t)〔(p n Q) U (p‘门Q‘)U (P A Q‘)」‘n[(p' U Q‘)n (p U Q‘)]‘，
(rn) [ (P门Q) U (A门B门C)」门仁Cp门Q) U A' U B' U C'].
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变换

7一1    E! I.台
.-J.皿二J

在第一章里，我们用弹性运动的概念给出一个暂时的拓扑定

义.在第三章里，我们曾提醒读者，要对弹性运动有真正的理解就

需要一些集合论的知识，这我们已在第六章里得到了.本章我们

将能把已经掌握的有关此概念(弹性运动的概念)的那些知识解释

得更清楚.不巧的是，“弹性运动”掺杂一些我们不想要的直观上

的副产品.在这些令人讨厌的副产品里，主要是这样的概念:从一

处到另一处的“运动”必需遵循某种路径或道路.在第7--2节里，

我们将定义变换—这就是我们一直使用的所谓“运动”的意思;

很清楚，变换是不需要路径或道路的.第7-2节里所讨论的内容

对任意集合均适用.在第7-3节里我们将集中讨论一般三维欧氏

空间里的子集.对于这些集合，我们将定义同胚或拓扑变换，并指

出，这个新概念恰恰是我们一直设法用直观的弹性运动的概念引

出的.在第7-4和7-5两节里讨论变换的两种标.这两种标被用

来证明Brouwer的不动点定理及代数的基本定理.

7-2两任意集合之间的变换

令X与Y为任意两个集合.所谓一个从X到Y内的变换是指

一种对应:对于每个元素二EX，此对应恰决定着一个元素yEY.就

是说，必定有某个规则或程序，使得每当一特定元素二。EX被选定

时，这个规则就决定着一个元素YQEY.我们说，如此决定的元素YO
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在这个变换下对应着xo C或称y。为x。的象;或称x。被送至Yo

等等).

值得注意的是，有些条件在变换的定义中并没要求.例如，如

果x1和x:是两个不同的X的元素，则它们在Y中的对应元素yi

和y:可能是不同的，也可能是相同的元素.定义里对这一点并没

有要求.又如，对某些元素yEY，可能在X中不存在任何元素与它

们对应.定义所要求的只是对每一xcx，恰有一对应元素yEY,

我们用符号f或f; X-->y(其他字母可用来代替.f)表示从X到Y

内的一种变换;并且对每一XEX，我们用f(x)表示在此变换下为

x的像的那个Y的元素.如果每一个yEY都至少是一个元素xE

X的像，则称此变换为从X到Y上.

定义某一变换的一种方法是给出一种规则，它可以被用来决

定任意元素xEX的象;也就是说，给出一种对每一元素二〔X决定

一元素f (x)EY的程序，下列的例子就是用这种方法来定义变换

的.这些例子的续在本节稍后部分给出.

例2.1   X与Y都是由所有实数组成的集合;f (x) = 2x.变

换了:X -->. Y是到Y上的.

例2.2 X与Y都是由所有实数组成的集合;9C劝= x2.变换

g: X-->y是到Y内的，但不是到Y上的.

例2.3 X为所有实数组成的集合;Y----10, 1}.

(0

，(二)一i:
若x为有理数

若x为无理数

变换h : X--> Y是到Y上的.

例2.4  X为任一集合，且Y二X;i(二)-= x.变换i:X->X称

为X上的恒等变换，它是到X上的.

从变换定义和上述的例子可以清楚地看到，变换并不产生物

理运动或移动.元素:EX并不是“运动”到元素f W EY;而只是
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使二对应于,f (x).元素二与f(x)可以想像成被某种方式联系着，

这种特殊的联系方式是用变换f来描述的.但是这种联系方式通

常不能看作一种物理运动.

由变换f: X-> y所给定的对应是从一元素XEX到一元素y=

,f (x)EY.可以考虑把给定的对应倒过来而得到的那个对应，这通

常也是方便的，对每一元素u}Y，我们定义在f下的y的逆象为
二

这样的集合，它由所有对应于y的X的元素所构成，写成f-l(妇.
目p:

P (Y)={x:XEX且f(x)=y}.

对任一子集BC Y, B在S之下的逆象写成f-1(B), B这个集是由

所有其象在B内的X的元素所构成的;即:

f-’(B)二{x : XEX且f (x)EB}.

同样，对任一集合ACX，我们定义

f (A)={y:y对应着某个元素xEA}.

对某些元素妊Y，可能f一‘(妇是空集合或者是一个具有相当

多元素的集合.如果对每一元素YEY，集合f-'(妇为一单元集(即，

若每一YEY恰仅对应着一元素XEX)，我们称此变换为“一对一”

并写成f一‘(妇二x以代替f-1(y) _ {x}.在这种情况下，f-1'Y-}

X这个对应乃是一个变换，称为变换f:x->y的“逆”.注意，对每

个变换f:x-->y，已经定义了从Y的子集到X的子集的一个对应

f- 1，但为了使此对应能被称为f的逆变换，则必须要求f为一对
一的.

存在几个与一对一变换有关的重要而有趣的结果.如果存在
一个从X到Y上的一对一变换，则自然称集合X和Y具有同样个
数的元素.然而，若N=M2,3,...}为由所有正整数构成的集合，
且E={2，4，6，000E=12,416,}为所有正偶数构成的集合，则对每个nEN,

由.f (n) = 2:给定的变换是一个由N到其真子集E的一对一变
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换.一个X的真子集可以与N具有同样多个元素，这好象是自相

矛盾.但在另一方面，如果集合N与集合E处于一对一的对应状

态中，则共中一集合肯定不可能比另一集合有更多的元素.

已经发现，以一对一变换的存在性为基础的“同样多元素个

数”这一概念是富于成果的.正式的定义是:当且仅当存在一个从

.4 X到B上的一对一变换时，两集合A与15具有同样的“基数”.根

据这一定义，命题“全体大于其自身的任一部分”—它习惯上是

做为欧几里德的一个公设或“普通观念”给出的—实际上是不正

确的.其他更进一步的结果在习题中引出.

例2.1(续)变换f:X->y的逆是由V (y) _喜;给出的变
一一一”--一‘一一‘“口‘2a一曰~”‘~

换f一’:X--> Y.

例2.2(续)变换g:X-->Y没有逆变换，因为9-1(一2)二万;

又9-1(1)={l，一1}不是一个单元集.

例2.3(续)变换，h:X->Y没有逆变换，因为tL-1 (0)是一

个含有无限多个元素的集合.

例2.4(续)变换i:X->Y是其自身的逆.

习题

讨论下列情况.哪些情况中f : X--4y是一变换?哪些情况中f是到

Y上的?哪些情况中它是一对一的?哪些变换有逆变换?

(a) X与Y都是由所有实数组成的集合.

，若劣<0,

f(二)== ，若

若

，
上
一
劣
0
自
夕

.

.
-
尹
州
‘
‘
X

了
吸
.
.
.
产
、
、
，
.
万
、

(b) X为由美国所有居民组成的集合，

为x所居住的那个州.

x“0,

劣>0.

Y为50个州所组成的集合，f (x)

(。)令了(x)为x的G}-1积(你用什么集合作为X与Y?)
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(d) X与Y都是由所有实数组成的集合

0，若x为无理数，
f (x)二

若x为有理数，并且等于卫，其
q

1
一
q
’

中夕与q皆为整数.

(。)定义f (x)为x的一个孙子.(X与Y各是什么样的集合?)

(f) X为某一教室里的所有椅子的集合，该教室内正在上课;Y为所有

注册选修该课的学生的集合;f (x)为坐在二上的学生.(是否可用共他

比X和Y更合适的集合讨论以上的情况?如果某个学生缺席或到黑板

前背诵，则怎样?如果有一些访问者坐在教室里又怎样?’)

2.令A= {x:一l,-x}l}且B-= {0, 1}.用例2.1到2.3中的函数f,g,h
试求:

(a) f (A)，(e)g (B)，(i)f一‘(B)，

(b)g (A)，(f ) h (B)，U) g一‘(B)，
(e) h (A),         (9) f-l(A),   (k) h -I (B).

(d) f (B)，(h) g一‘(A)，

3.令f : X--4y为、一变换，11.令A与B为X的任意两个子集.
(a)证明:f (A U B) = f (A) U f (B).

(b)证明:f (A (1 B) c-f (A)门f (B).并举例证明其中的包含符号并纽}:
总可以用等号来替代.

(c)证明:f -I (f(A))----jA.并举一例证明这里的包含符号不能恒被等
号替代.

4.令f    X--}y为一变换，并令A与B为Y的任意两个子集.

(a)证明:f一‘(AUB)=f一‘(A) U f一‘(B) ,
(b)证明:f -1(A门B):= f -I (A)门f -1 (B) ,
(。)证明:f -1 (A')= r f - 1 CA) J',

Cd)证明:f-1(A一B) =f -1 (A) --f-I(B),

(。)证明:f (f -I (A)) r-A.并举一例证明这里的包含符号不能恒被等
号替代.

5. (a)若X = {1, 2, 3}且Y={1, 2}，有多少不同的变换f : X--} Y}

(b)若入=协，2,  @@* 1时IL Y-}1,2,...,ml，有多少不同的变换f:X*
f
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令f : X--)y为例2.1的变换.

(a)什么实数x使得了(x)=二为真?

(b)什么集合A使得了(A) = A为真?

(。)假设用例2.2的变换g : X--+y代替f，回答( a)与(b)两问题.

(a)证明存在一个从集合N={1, 2, 3, ---}到集合I'(由所有正有理数组

成的集合)上的一对一变换(一个正有理数乃两个整数之商).

(b)证明不存在任何一个从集合IV到集合1_ fix : U }--x蕊   l上的一对一

变换.(提示:把每个xEI表示为一个无限小数，并且假设存在一个一

对一变换f : N-I.构造一个无限小数d，使得对每一nEN, d的第n位

小数不同于f (n)的第n位小数.证明dEI，但漪f (N)，这是一个矛后.)

令X, Y与Z为任意三个集合.

(a)证明X与X有同样的基数.

(b)证明若X与Y有同样的基数，则Y与X有同样的基数.

(。)证明若X与Y有同样的基数，并且Y与7有同样的基数，则X与7

有同样的基数.

7-3两个三维欧氏空间的子集之间的变换

如果集合X与Y中存在某一“结构”，则变换f :X--> Y会变得

更有趣.这就是说，如果元素或元素的集合存在某些使我们感兴

趣的性质的话.我们于是可以问，这些性质经过这个变换或它的

逆是否乃保持着.记住这一想法，本节我们将集中讨论那样的变

换，其集合X与Y均为三维欧氏空间的子集，由于它的几何意义，

我们将用“点”来称呼X与Y的“元素”.我们将赋予这些集合的“结

构”来自两点间的距离这一概念.对于三维空间的任意点p与q，

我们把从p到q的距离写为d印，q).我们还记得这个距离满足

下列条件:

对任意点pq q}犷:

(1) d印，q)乒0，(因而，d伽，q)是一实数.)

(2) d (p, q) = 0,当且仅当尸二象
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(3)d (p, q)二d (q，p)·

(4)d (p, q)+d (q, r)>d (p, r).

第一个条件说明对任意两点(或同一点取两次)存在一个从一

点至另一点的距离，并且这个距离是一个非负实数.条件2包含

着两方面的信息.它表明任一点到其自身的距离为零;并且也表

明从任一点到另一不同的点的距离恒不为零.条件3告诉我们从

一点到另一点的距离恒与从第二点回到第一点的距离相同.由

于这个对称关系，我们可以说两点之间的距离以代替从一点到另

一点的距离.第四个条件称作三角不等式;其中的点p, q和犷可

想成是三角形的三个顶点(此三角形可能退化成为一线段).而

且，用这种解释，这个条件表述一三角形任意两边长度之和至少与

第三边等长.

这样，这四个条件中的每一个都表明着关于三维欧氏空间里

的距离的一个很简单的事实.此外，还很可能提出距离的许多其

他性质，但是这四个条件在下一章里将占很重要的地位.

在第7-2节中，我们见过集合间的变换的几个例子，那些集合

的元素为不同类型的对象.为了熟悉三维空间的子集间的变换的

这种特殊情况，下面给出几个这种类型的例子.

例3.1令集合X与Y均为实数集合，则X与Y可以表示为

三维空间里的两条直线(或同一直线).由此，任一变换f:X-->y,

共中X与Y皆为实数集合，能够看成是三维空间的子集间的一个

变换.今后，只要方便，我们就把实数集合与三维空间里的任一特

定直线等同起来，并且称一直线为X轴，当且仅当X为实数集合并

且该直线是等同于X的.对于Y轴也是一样.

例3.2令X与Y为三维空间里的同一平面，变换f:X->Y是

由平面的任一物理运动(例如平移与旋转)给出的.这个运动将平

面的每一个点带到同一平面里的某一点.此变换的对应的规则
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是:对任一点XEX,了(劝是x被这个运动带到此平面上的那一点

我们可以考虑下列情况，作为这种运动的一些特例.

(a)平移:每一点xEX可用笛卡尔坐标记为(x15 x2);于是，fW

是坐标为(x1十h, x:十k)的点，其中h与k为两已知常数.

(b)旋转:平面上每一点x = (xi } x2)的对应点是:

fV(二)二(二，。。。A一::sinA9 xjsi i0LS.;一}x2 C OS 0)，

共中8为已知常数.当然，平面里的点也可以不用直角坐标而

用极坐标来表示.这一变换是点与点之间的一个对应，而这个

对应可以用几种不同的方法来表述.

(。)平面的伸张(或收缩):对任一点x = (x1, x2) EX，令f(x)=

(hxl, kx2).共中h与k为已知常数.在这个例子中，若h=瓦

当h}l时，则此平面恒被伸张;当h<1时，此平面向原点收缩;

当h=k二  l时，我们得到此平面上的恒等变换.注意，恒等变换

乃是平移、旋转和伸张这三种类型中每一种类型的特例.如果

h =k-- k，则要画出这种物理运动稍难些，它是由作用于不同方向的

两个不同的伸张(或收缩)构成的.

一一拼一夕一

勺
图3。2

例3.3令X为一闭的球，并令Y为含在X内的一个闭的球
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叉图3. 1).对每一xEX，定义.f劝为Y上最靠近x的点.

令a与b为Y上不同的两点，则还有两种变换g: X--*Y与h:
X-> y可定义如下:

对每一XEX，令g(x)二a.

对每一二EX，令
从，乙v

二二」曲义Ja
石

f
、
v
l
、

h(x)二
b，当x布Y

例3. 4 X为X一轴，Y为原点及方程y=xsin (1/x)的图(在

一平面中，参见图3.2).对每一点二EX，令f (x)为Y上的点(二，妇，
它的第一位坐标是实数x,(注意，我们已经把实数与X一轴等同
起来了.)

现在我们可以使用三维空间里的距离概念定义变换的连续性

了.变换f : X-->Y在点xoc-x上连续，当且仅当给定任一实数。>
0，存在一实数6> 0使得:

若XEX且d (xo, x) <6，则d (.f (xo) , .f (x)) < e.一变换f:x->

Y为连续的，当且仅当它在每一X的点上均为连续.

连续性以及一些与它有关的概念(后面我们将遇到)在数学分

析的全部内容里是基本而重要的.因此，每一个学数学的学生不仅

必须知道连续变换的定义，而且必须理解这个定义所说的是什么.

非常粗略地(而且不准确地)说，变换f:X->y于x。处连续，当且

仅当，每当一点XEX邻近于x。时，它的象f(x)必邻近于x。的象

r(二。).这个命题形式里的“不准确性”在于没给出邻近的确切意

义，事实上，可以看出在定义的叙述中使用了两个不同的“邻近性”

的标准.对任一正实数:，我们称三维空间的两点p与q为卜邻

近，当且仅当d印，q) -<r.明显地，在xo处连续的定义里我们在集

合X中使用了6一邻近性，在集合Y中使用了。一邻近性.使用这种

叙述法，定义说正实数e可以任意选取.并且，当￡选定后，必可
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找出某一6>>o，使得:

若XEX且x为a一邻近于xo，则f(x)为。一邻近于.f (xo).

由此，Y里的邻近标准先被选定.并且，对每个这种选取，必存在

一个X里的邻近标准，使得这两个邻近标准具有定义所要求的

关系.

注意，在上段的讨论中，、。从始至终表示一个点而且是同一的

点.这就是说，这个讨论所关心的是与特定点x。有关的某一性

质.当然，这个性质就是T于x。处的连续性.(由我们的定义可

知，讨论f于点z}x的连续性是毫无意义的.)对有关的性质，即

变换f的连续性，要求f必须在每一XOEX点上连续.就是说，每

选取一定点x0E X及一数。>0，必存在某一&>0满足上述条件.

注意，a的值可能取决于x。与￡两者的值，因为x。与￡在a求出

之前，就选定了.

例3.5令X二y_ {x: x>0}，并且令f(x)=1/x，则f : X--> Y

为一从X到Y上的一对一变换.下面给出两种证明J为连续的方

法，第一种证明本质上是分析的，而它的形式是这类证明经常使

用的.第二种证明较直观，它指出第一种证明方法是怎样找到的.

第一种证明:给定任一点xoEX以及任一。>0，选取

a二一一Exo
1十exo’

现假设XEX为6一邻近于二。，即:d (xo, x) <6;我们必须证明.f劝

为。一令肠近于.f (xo).我们求得

‘(.f (xo’，f W’一1 1xo一11x- !二一xo}
xxo

d‘Xnx)_6
=一一一二一-二一二一<之，—。

xox XGx

但是，由于

1十￡xo

而且x为a一邻近于xo,



xox》XO(，。一6)
/。~2、
l〔汤八、

== xo 1 xo一二一兰，1，
\1十exp/

因而

‘(f Cxu)，f(二))<立<
xox

exo
1十￡XO

/。�,.2\
、l，C; ik0、
W,01 ik0一了下一一甲一1

\1十￡x0/

二xo (1千匕。二。一二exo)}
第二种证明:图3.3表示，

两条直线的部分.给定任一点
】丫

集合X与Y被表示为三维空间的

XOEX及任一。>0，首先安置好

，。.i________
勺，甲t;r一一----1

xO}51
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图3.3

f(二) _工(EY这一点
XO

然后安置Y的子集，它包含Y中所有。一邻近

于f (xo)的点.这个子集即图3.3中粗的垂直线段习.其次，找出

子集f-' (S)，它包含X中所有对应于S点的点.集合f-1 }s)是一

线段，其中x。位于此线段中点的左侧.现在必须找出一个正数as

使得若x为a一邻近于XO，则xE了一’(5).显然可取a为从:。到的

线段f-l(s)的左端点(最靠近的)的距离.这样，选取:

a二x。一
1

1
—十己
劣0

二XO一
XO

1十Exo

。M IJ

=拼粤一‘
1十exo
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另外有一点必须说明.图3.3在某些情况下会引起误解.若

Exo> 1，则图中所示S线段较低的那个端点不在Y里(因为它的坐

标不是正的).在所有情况下，集合S总是选取为Y的子集，它包

含。一邻近于f (xo)的所有的Y的点.S的较高的那个端点，而非

那个较低的端点，被用来决定6.这样，图3.3中的那个较低的

端点可能实际上不正确，但这种可能性并不影响6的选取，而我们

的结果在所有的情况里都是正确的.

例3.6令X与y每个都是由所有实数组成的集合，并且

定义

f(二)=
0，当x c 0,

1，当x>0,

则若二。为X中除0以外的点，那么可以用与例3.5中相同的讨论

证明f:X->y于二。处连续.让我们考虑选取二。一。，。一喜这个特
!-一--。一“‘一’一‘’.一一’‘”‘，’~一’『一“‘2一’

殊情况.那么不管。选取怎样的正值，都有点二;一喜。一邻近于:。.
‘一’一’~‘一『一’‘””’一’一‘一“‘’”‘2一’‘-一‘一“-

但是这点的象是f (XI)一1，而它不是喜一邻近于f (xo)一。.由此，
一‘一‘一‘””--一‘一‘、“一‘””~’/~2”-一‘，“一“‘一~尹~

f:X->Y在0点处不连续.

例3.7令X与y每个都是直线上所有坐标为正整数的点所

构成的集合，即:

X=Y=王1，2，3，⋯}.

令.f劝=2x，以此定义变换f:X->y.则f为X到Y内(但不是到Y

上)的一个连续变换.实际上，对任一XOEX以及任一。.>0，我们

一.、，、。、。1。、，_二_。二、，、。。1人。、，一。，:
可以选取6=音.因为，如果XEX并且x是妾一邻近于xo，则x=
‘叮. f-I.;-- -V-      2一~iJ 7  /phi.一、一了’一一~2、“一J一。，~“-

xo，由此可得f <x) =f (xo)，所以f(x)为。一邻近于f (xc)，不管正

数￡是如何选取的.
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现在，我们可以更深入地理解拓扑里所考虑的那类向题.一

个同胚映射或拓扑变换是一个连续变换，它具有一个连续的逆变
..⋯⋯

换.同胚映射的概念就是前面我们试图用“弹性运动”引出的概

念.两个三维空间的子集11与Y为“同胚”或“拓扑等价”，当且仅当

存在一个同胚映射f:X->y.在例3.2a, 3.2b, 3.2c(若h*。且

k羊0)，3.4以及3. J里的变换都是同胚映射.共他的例子和性质

在习题里提出.拓扑学就是研究在同胚映射下不变的那些性质.

在一些重要的特殊情况下，存在一些把两个变换组合成第三

个变换的方法.就是说，有一些关于变换的二元运算.这里，我们

集中处理X=y的情况，其中X与Y每个都是由所有实数组成的

集合，并且，像往常一样，我们用一直线表示这两个集合.我们定
义三种二元运算如下:

若f : X->X且g : X->X为两个变换，

f -I-q:X-->X定义为:(f -I- 9) Cx)二.f (x)十9(x);

介:X->X定义为(,f9) (x) =,f W 9W ;

f og:X->X定义为(f09) (x)二f (9Cx)).

这三种运算分别称为加、乘和合成.我们下面也考虑一变换

乘以一实数r.这个运算是由方程

(rf)(二)=rf(二)

定义之.例如，若f(二)二x2，并且9(劝- x3，则(J十9)(劝=x2+XII

(.f9)(二)=x5 } (fog)(二)=x6, (7f ) (x)=7x2,

定理3.1若X为所有实数的集合并且f:X->X和9eg: X->X

都是连续变换，则.f +g)介和fog都是连续变换.而且对任一
实数:，变换:f也是连续的.

证明:我们只给出函数f十9的证明，其他情况的证明留作练

习(习题2).若已知xOEX且。}0，选取61>0和6270使得
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若二为。，一邻近于二0，则.f <二)为舟一邻近于f (xo)
乙

并且

若x为62一邻近于xo，则f(二)为导一邻近于g(xo)y
乙

对a;与a:的选取是可能的，因为f与9为连续的.现在选取cS为

tJ 1与V;中较小的一个，可有:若x为v -邻近于x。，则J (})久

近于f (xo)，且，(劝也号一邻近于“(xo)·这就意味着:
if(二)一f(二。)1<冬并且Ig(二)一。(xo) I<导

乙G

但是因此

i (f十g) (x)一(f +9) (xo)!=}J(二)什一g(二)一f(xo)一g (xo)!

c}f (x)一.f (xo)!+{9(二)一g (xo)!tee.

因为(f +y)(二)为。一邻近于(f +9)(xo), f十g于x。处连续.因为

x。为一任意点，所以f + 9是连续的.《

对于任意实多项式aoxn+ aixn_‘十⋯+ an，我们可定义从实数

到其自身的一个变换f:X->X如下，即令

f(二)二apxn+a1、xn一‘-}- ...+an.

由定理3.1可容易地得到这一结果，故这一变换是连续的.

习题

讨论下列各个变换，讨论的问题是:在哪些点_L变换为连续的?它存在

一个逆变换吗?在哪些点_E逆变换是连续的?变换是一同胚映射吗了

(a)例3.3所定义的变换9 : X--4 Y.

(b)例3.3所定义的变换h: X--+Y.(提示:考虑由于a与b在，或不

在球Y的边界球面上所形成的不同情况.)

(e)例3.3所定义的变换f : X--4Y.

(d)平面的平移(例3. 2a)
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(e)平面的旋转(例3. 2b).

(f)平面的伸张(例3. 2c).

(g)例3.4中定义的变换f : X---}Y

(h) X与Y每个都是实数集合，变换f: X--}y定义为

x < 0,

x=0,

r>n,

X --}Y定义为

当
当
当

X
，

尹
产
了
，
2

1
占
9
曰
劣

了
、
、
2
、
1

一一
、
、
/

劣
Z
r
、
、

君
J

(i) X与Y每个都是实数集合，变换f:

了(劝

二为无理数，

x“0,

当x为非零有理数且其最简分数形

式为plq(q>0, p与q为整数).

当
叫
当
，q

，
，
产
产
矛

八
U
八
U
l
上

/
‘
性
性
谁
，
/
又
、
.
，
万
了
硬
、

(})一个闭圆沿着一直径折叠.(你用什么集合作为X与YY)

(k)一个闭球投影于一个切平面中.(X与Y为何?)
(l)一球面投影于一切平面中.

2. (a)令X为三维空间的任一子集.试证恒等变换i : X--+X定义为对
每一xE X, i (x) = x—为一同胚映射.
(b)完成定理3.1的证明.

(c)试证命题“任一多项式变换为连续的”.此命题恰出现在习题前面.
(d)令X与Y每个都是实数集，并且令f : X--}y为一变换.学生们已

经熟悉这种被称为“函数”的变换.证明在这特殊情况下，我们的连续性

定义等价于通常在微积分课本里所见到的那种定义.在其他一些特殊

情况里我们将使用这一结果.(例如，当X为单位区间，I: {x:0=x,1}
时.)

3.若f : X-} y与g : Y---> Z为同胚映射，证明g0f为从X到Z上的一个
同胚映射.

4.对三维空间里的每一点x,以及对每一正实数:，我们用B (x;灼表示以
x为圆心，以，为半径的开球.试证:三维空间的子集间的变换f:X*
Y在XOEX处连续，当且仅当对每一。>0，存在一6>0，使得

X门B (xo,  6) C.f一‘CY门B (.f (xo);。)〕.

#5.令X与Y每个都是三维空间，并如习题4里所定义的那样使用B (x;劝.
证明:f . X--+Y连续，当且仅当对每一yEY和对每一实数:>01
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若:Ef -I (B (y; r))，则存在一开球B(二;S),

使得B (x; s) =f一‘(B (Y;，)).

这个条件也可以叙述为:Y里每个开球的逆象包含关于它的每一点的

某一开球.

6.令f ; X--*Y为三维空间的子集间的一个变换，并且令。>0为一正实

数.只要有

如果xE X，并且r是尔邻近于xn.

则.f W是。一邻近于f (xo).

我们就称正数6为“在x。处令人满意”.

(a)证明f ; X-->y在x。处连续，当B.仅当对每一。>0，存在一个a>

0，它在劣。处令人满意.

(b)证明f ; X--4y为连续的，当且仅当对每一点x。和每一。> 0,存在

一&>0，它在x。处令人满意.

(c)例3.5中，试证:对。二1，不存在任一6的值，它在所有点xEX处

令人满意.

7.试做第1-2节的习题4,

8. (a)试证:由图3.4中的两条直线及曲线所表示的三维空间里的两个

子集为同胚.(任何表面都不包括在内—只包括直线和曲线.)

(b)在建立图3.4的两图形间的一个同胚映射时，图3. 4b中的点。，t,

u, v, w, x, y,:中的哪些点能对应于图3. 4a中的点a, b, c, d.

。，f中的每一点了(注意:在这两图形间存在许多不同的同胚映射;问

题是要找出在点s, t,⋯，:一里哪些点在这些同胚映射中的至少一个

之下对应于点a;对于点b, c, d,。，f亦如此.)

今X为由所有实数的集合，并且令介X一‘X，级X --4 X以及h :    4I'  -> X
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皆为变换(不一定要连续).试证:(f9) 0h= (f 0h) (90h)

10.令

X二{(x1, X2): 0=x1=:-::}i且O--- x2c1}

为平面里的单位正方形，并且令

Y=}y:0<y:l}

为其长度为1的线段.把x，与x:的值写成小数形式，并且若某一特殊

值可写成两种可行的小数形式时，选取那个具有重复的数字9的小数形

式.例如

生= 0.5000⋯二0.4999.⋯

就选取。.4999⋯为李的表示式.定义f: X--4y如下:对每一点:一((X1,
一‘一’一『-一’2”‘一r一’一”‘一一‘’

x2)〔X，其中

x;二0.氨氨}3 ...，并且x2二0 .  77177 2 773一，

令f (x) = 0. }1771}2772}31773"..  f: X--+y为一变换吗?它连续吗?它是

一对一的吗?它是同胚映射吗?你能用f找出一个集合，它与单位正方

形有同样的基数吗?

7-4变换的标

本节里所有的x都是一个平面，并且我们考虑变换f :x->x

(或者可能是f:X,->X，其中XICX).若某一点在变换下为其自

身的象(即:某一点xEX，对于x, f(x)=x)，则称之为f的不动点.

X的每一点都是恒等变换的不动点.而一个平移(不是恒等变换)

没有不动点.

，.

p，

。vooo}‘
(b)

(0)

图4.

了了8.



令f : X->X为一连续变换，并且令C为X里的一定向封闭曲

线，它不包含任一了的不动点(图4. la).也就是说，C为一曲线，它

从一点p。开始，依给定的走向运行而终止于同一点po.对每一点

PEC，设.f川二厂，则p厂为一非零向量.选取任一合适的点。EX,

并且画出平行且等长于p厂的向量0厂‘.(图4.1表明对于两点pi
与p:的这种构造.)现在设想点p循给定的走向沿着这一曲线运

行，最后又回到它原来的位置.当p运行时，向量0厂‘可能绕0

点向任何方向旋转;但当p沿C运行完一圈而回到其原来位置时，

向量0厂‘也应回到它原来的位.置，并且应绕0点完成整数个旋转.

让我们将逆时针方向的旋转记为正，而将顺时针的旋转记为负，则

存在一个唯一的整数n(正，负或零)给出当点p沿曲线运行一周

时，Op "绕0点的旋转的次数.称此整数、为f沿C(在给定的走

向上)的标.注意，若C包含某一f的不动点，则f沿C的标没有
定义.

例4.1令C为一圆，定向如图4. 2a所示，并令f为一变换，

它定义为绕C的圆心逆时针旋转90度.图4. 2a中画出几个p厂

的向量.图4. 2b中画出了一些对应的向量0厂，.f' C的标
为十1.

t

:厂
P21\

Ps   p5
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我们想要证明:一定向封闭曲线C的某些畸变并不影响变换

沿C的标.这一事实的严格证明超出这本导论性课本的范围，但

我们有办法使这一结论看起来是合理的.

定理4,1若f:X->X为一连续变换，并且若定向封闭曲线

C。能畸变为定向封闭曲线Cl，而不历经任一f的不动点，则f沿

C。的标等于.f沿C;的标二

证明(似乎合理的):当曲线co畸变成曲线C，时，它历经无限

多个位置(不同曲线)而不断变化.我们想像把这些曲线以实数。

而参数化了，其中0<,acl，使得对在这一范围内的每一“，我们

有曲线Ca，并且这些曲线中的第一个和最后一个(C。和C1)正是

此定理的曲线.我们令n(a)等于f沿C。的标，以此来定义函数

n.则函数n对“的所有值有定义，并且此函数的所有的值皆为整

数，而“介于0与1之间并包括0与1.现在，如果“只有很小的

改变，设它变成。+a，则曲线c。也很小地改变成曲线Ca+a(图4. 3;

图中只画出每一曲线的一部分).C。上一任意点p运行到Ca+。上

的一点q.由于f : X->X为连续的，所以曲线的象也只有很小的改

变.由此，对每个向量p厂(它的旋转给出f沿C的标)，向量qqr几

乎与pp,位于同样的方向，而这个qq‘向量的旋转则给出f沿Ca+a

的标.因为在每个点上p了与qq'

位于几乎相同的方向，这两向量

旋转的总数必接近相同.但是，这

种旋转的总数是一个整数圈数.

由此，因为n只能很小地改变，并

且恒为整数，所以它必须保持恒

量;这正是我们所要的结论.《

从定理4.1的证明可以清楚地看到，不必要把f定义于整个

平面x上.而只要把它定义在平面之使得co畸变成C;的那部分
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上即可.在第7-5节的应用中将出现这种情况

图4.4

到此为止，我们一直在讨论的是变换沿着一条定向封闭曲线

的标;我们还要讨论另一与它有关的概念.令f:X-->K为一连续

变换;令C为X中的一定向封闭曲线(图4.4)，且令点aEX为不

含于C在f之下的象里的点;即:a}f(c).对每一点pEC，我们确

定一从a到点厂=f (p)的向量(图4.4给出两个点的这种结构).

现在设想p点在给定的走向沿着曲线C运行而最后回到它的原来

位置.当p运行时，向量a厂可能绕着a以任何方向旋转，但当p

点绕C走完一圈而回到它的原来位置时，向量a犷也将回到它的

原来位置并且完成绕a的整数周旋转.这一旋转的周数(逆时针

时为正，顺时针时为负)就是f相对于曲线C(循给定的走向)在点

a上的标.

定理4.2令f:X->X为一连续变换，并且令a为X的一点

如果定向封闭曲线C。能被畸变成定向封闭曲线C，而不历经

f-1(a)中的任一点，则f相对于曲线co在点a上的标等于f相对

于C;在点a上的标.

证明:习题5《

本节中定义的这两种变换的标将在第7-5节里用来证明两个

重要的结论。
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习题

1.对下列IV:个变换f : X-->x，求出f沿着圆(共圆心在原点且半径为1)

的标.把这一圆定向为逆时针方向.

(a)平移(例3. 2a).

(b)旋转(例3. 2b).

(c)伸张(例2v.#*) 11Gr v).

(d)令O为原点，并对每个xEX，定义f (x)二0.

(。)令a为点(10, 15)(在直角坐标里)，并且对每一xEX定义了(x)
=a

(f)两个变换，它们把极坐标为(r, 8)的点送至极坐标为((kr, a8)的点;

(9)变换:它把极坐标为(:，。)的点送至直角坐标为(:，。)的点.(提
示:要谨慎力

2.哪些点是习题1里的变换的不动点?

3.令f: X--}x为一连续变换，并且令C为X中一个定向曲线(不必是封

闭的)，它不包含任一f的不动点.定义一定向封闭曲线C‘如下:沿着

C走，然后反方向地沿着C走.求证f沿C‘的标为0,

#4.令f : X--4x为一连续变换，且令a为X的一点使得f (a) -*a.证明若

C为X中以a为圆心a.半径充分小的圆，则f沿C的标为0
5.证明定理4.2.

6. (a)求出一个旋转(变换)相对于单位圆(圆心在原点，半径为1;定向为
逆时针)在原点上的标.

(b)求出一个旋转(变换)相对于单位圆在点((10, 15)(直角坐标)上
的标.

(c)求出习题1(f)的变换相对于单位圆在原点上的标.

(d)求出习题1(f)的变换相对于单位圆在点(10,  15)直角坐标)上
的标.

#(。)令f; X--+X为一变换，它把极坐标为(r, 8)的点送至极坐标为(:”，
n8)的点.求出f相对于单位圆在原点上的标.

#7.证明f相对于定向封闭曲线C在}.}上的标等于恒等变换相对于曲线
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f (C)在a上的标.

s.批评定理4.1的证明.为什么它只是一个“近似合理的证明”?证明中

什么地方我们用过假设:在畸变中，曲线不历经任一f的不动点?

7-5变换的标的应用

我们已经看到了(第7-4节习题2)一个连续变换可以有也可

以没有不动点.在这一节里，我们将用变换的标这一概念来证明

一个一草越的定理.它是由荷兰数学家L. E. J. Brouwer(1881)提

出的.这个定理阐明某些变换必定具有不动点.此外，我们还将

证明代数的基本定理.这两个定理的证明是建立在第7-4节里所

定义的变换的两种不同的标的基础上.

定理5.1  (Brouwer的不动点定理)若X为一封闭圆盘，

则每一连续变换f :X->X具有不动点.

证明:用反证法证明.令C。为x的圆周，并令C,为C。的一

个同心圆，其半径r小一于C。的半径.若f无不动点，则C。能畸变

成为C1而不历经任一J的不动点，并且由定理4.1可知f沿Co和

沿C1的两个标必相同.如果r为充分小，则f沿Cl的标为0(第7-4

节习题4).若能证明r沿C。的标不是0，则此证明完成.事实上，

在每一点PECO，从p到厂一f (p)

的向量必须指向圆盘内(图5. 1);

就是说，向量pp永远位干在尹

点上切于C的切线的同一侧.显

然当p绕C一圈时，切于C的切

线也正好绕了一圈.因为向量pp

永远位于切线的同侧，它必定也

绕了一圈，因而f沿C。的标为

十1或一1.《
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我们称三维空间的某一子集具有不动点性质，当且仅当每一

从X到其自身内的连续变换都具有不动点.那么Brouwer的不动

点定理表述了一个封闭圆盘具有不动点性质.很容易看出，一个

移去圆心的封闭圆盘不具有这一性质(试以旋转变换);而且球面
也不具有这一不动点性质.其它例子见于习题.

定理5.1_的证明是建立在一变换沿某一曲线的标这个概念的

基础上.下述定理的证明将用到一变换相对于某一曲线在某一点
上的标的概念.

定理5.2(代数的基本定理)每一多项式方程式，其系数为复

数而且次数n>0，在复数中必定至少有一根.

证明:我们把任一复数u十初看成是代表平面X上其直角坐

标为(、，的的点，并且，我们以通常的方法定义复数的绝对值如下:

}u+2川二}1 u2千。“.

那么，若:;与::为任意两复数，则从原点到:1的距离为}:;}，而且
从点Z1到点::的距离为I Z2一Z, 1.

因为可以用最高次项的系数通除多项式，我们可以假设

f (z)=:”+al z”一‘+⋯+a二一1:十an

共中al, a2, ...i a。均为复数，我们必须证明方程式f (z) =0至少有
一根.

此证明用反证法进行.假设f (z)二0没有根，则an*0.因为

否则零必为f (z)二0的一个根.现在，在连续变换f : X->X之下，

它把点:带至点f (z)，原点被带至an.因为f为连续的，所有的

充分靠近原点的点必被带至靠近a。的点.由此，一个圆心在原点

的小圆C。的象必为位于靠近a。处的某一封闭曲线C(图5.2).进

而可得f相对于C。在原点的标为0.但是C。可以扩大为任意大

的圆C1而不历经.f-1(o)的任一点(.f-1(o)为空集合，因为f (z)二0

没有根);因此，由定理4-2, f相对于C:在原点的标为0.
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现在考虑变换f: X--*X，定

义它为g(z) =z".由第7-4节习

题6(e), g相对于单位圆在原点

上的标为n.因为9-1(0)={0},

所以可以把单位圆扩大成圆C1

而不历经9-1(0)的任一点;因此，由定理4. 2} 9相对于C;在原点

上的标为n

这一反证法证明将以证明f与9相对于C1的两个标相同而

结束.由第7-4节习题7可知只须证明恒等变换i : X ->X (i (z) =

:，对每一:EX)相对于两曲线f (C1)与9(C1)在原点上的标相同就

够了.这一结论可由定理4.2得出，只要我们证明曲线.f (Cl)能

畸变成为曲线9(C1)而不历经原点(i-1(O) = {O}).下面就叙述这

一畸变.

选取C1的半径，使得

R>l，并且R>!al!+!a2!+⋯+!and.

对任一点:EC,，从f (z)到g(z)的距离为!f (z)一g (z)}，并且我们

‘可得

If (z)一g (z)}=!alz”一’+a2z”一2+⋯+an-1“一卜an}

《!al I R”一‘十I a2 ! Rn-2十⋯十}an-1 I R 4-{an!

《尸一‘「la,{一卜!a2!十⋯+!an{clan = I g ( z)}.

由此，对任一:EC1,了(:)与g(z)之间的距离必小于从g(z)到原点

的距离.所以原点不能在从.f (z)到g(z)的线段之_匕但这就意

味着曲线.f (Cl)能沿着连接f (z)一与g(z)的线段而畸变成曲线

g(Ci);而且，在这一畸变中，曲线从不经过原点.《

，了2，.



1，旦害
}J正巡

证明下列三维空间的子集中没有一个具有不动点性质.
(a)胎形，

(b)琳面，

(c)开圆盘，

(d)闭圆盘移去共开圆盘里的某一点，·

(。)闭圆盘移去其圆周上的某一点.

(a)检验几个从闭圆盘到其自身内的连续函数的例子，并找出每个函数

的一个不动点;它能有更多的不动点吗了它能有任意多个不动点吗?

(b)找出一个从球面到共本身上的同胚映射，它没有不动点;它恰仅有

一个不动点;它恰有两个不动点.

以下列为基础，给出Brouwer的不动点定理的另一可行的证明:令f:

X--4x为一.从闭圆盘到共自身内的连续函数而不具有任何不动点.对

每一点xE X画出从fC劝到x的线段，并且延长此线段直至交于圆周上

的点x.定义变换g : X --4 X为9C劝= x'，则9为一连续变换，它变换

闭圆盘到其圆周上，并且使得圆周上的每一点皆不动.但是可以直觉地

着出并没有象9这样的变换.

证明:若.f为球面S到其自身内的一个连续变换，则.f具有不动点或者

存在某一点，它被f送到它的对径点.(提示:假设.f无不动点并且不

存在任何一点被.f送到它的对

径点.对每一点pES，在连接

p与f (p)的大圆上取朝着小

弧方向而切于夕点的切线，以

此决定每一pES上的唯一方

向d。现在考虑任一S上的有

向圆(图5.3).在每一点p EC

上，令E为介于向量t(它在p

点处切圆C)与上面决定的方向

d之间的夹角.当p点绕C运

行一周，则0角的净改变一#I._是

360度的整数倍.称这个整数

，了2石·
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倍为c的标.用类似定理4.1的证明来证明畸变一个圆弧曲线并不改

变它的标.从下列所述可得一矛盾:从一个很小的圆C。开始，并且使它

受到两种不同的畸变:(1)保持c。的大小为恒量，在球面上滑动c。至与

其对径位置上得Cl; (2)把c。扩大成一大圆，并把它在另一半球_1.-收缩

为与(1)的畸变中最后所得的圆C;相同.证明至少在此两种畸变的一
种下，圆C。的标必定改变.)

5，证明:若一个弹子球的球面上长满毛发，则不可能把它梳得处处匀平.
(提示:利用习题4.)

6.证明:若f : S--4S和g : S--4S为球面S到其自身内的两个连续变换，

则变换f, g和f09中至少有一个具有不动点.[记住(90f) (x)二

9(f (x)) I(提示:若不然，则对每一点PES, p, p'=f (p)与p" =9(p,)

三点互异.这三点决定唯一的一个圆.利用这个圆来定义一个连续变

换h : S--4 S，使得h无不动点，并且‘无任一点被送到与它的对径点上.这
与习题4的结果矛盾.)

7.作为习题6的结论的一个特例，证明若f : S--4s为球面到其自身内的一

连续变换，则要么f有不动点，要么存在S的两个不同的点p与q，使得
f沙)=q，并且f (q)二p.

8.画图说明定理5.2在情况为f (z) =Z2 +2z+2时的证明.

9.在定理5.2的证明中，我们说f与9两变换为连续的.请证明这一事

实.(提示:定义平面里两点z:与::的加与乘，并把定理3.1的证明
一般化到X为平面的情况.)
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捌

空间

8-1引言

在第七章里我们已经看到了在三维空间里两点间的距离的概

念如何被用来定义变换的连续性;接着，这个概念又被用来定义图

形的拓扑等价.但是，我们也曾讨论过一些图形(例如klein瓶)，

它们并不是三维欧氏空间的子集.连续性与拓扑等价的定义可以

推广，而使得它们对这些情况也适用.本章就阐述这种推广，

在第8-2节里，我们指出两点间的距离这一概念甚至在当

“点”为任意集合(或许是函数的集合)的元素时也是可行的.在这

种情况下，我们称这种集合为距离空间。连续性与拓扑等价的定

义可以直接从第七章对它们的阐述转移到距离空间上.

在第8-3节里，我们将看到一些能够在距离空间里定义的概

念(例如开集合，闭集合)在更一般化的情况下也是可行的.它们

将被用来在更一般化的情况下定义连续性与拓扑等价性.

在第8-418-518-6节中将讨论三种特别重要的性质(连通性，

紧致性和完备性).共中前两个性质是拓扑性质而最后的一个则

不是.

8-2距离空间

在第7-3节中，我们曾经提到三维空间中距离函数的四个基

本性质.这里，我们将看到，若X为任一集合，并且d为一具有这

四种性质的函数，则我们的所感兴趣的(与三维空间有关的)许多
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概念能够在这个集合X中定义.

令X为一集合，并且令d为对点对‘EX, yC-X所定义的一实

数值函数.当且仅当对X的所有点x, y与:，下列条件都被满足
时，函数d为X的一“度量”.

(1)d (x, y)》0，

( 1)k,cd -) d(二，如-0，当且仅当M -- y,

(3)d (x, y)=d (y, x)，

(4)d (x, y)+d (y,:)>d (x,:)，

函数d在点x, y上的值[即:实数d (x, y)〕称为从x到y的“距
离”.一个“距离空间”乃是一个集合X连同X中的一个度量或

在开始讨论距离空间之前，让我们先注意一些例子.从例2.1
到例2.6的每一个例子都是距离空间.

例2.1 X为三维欧氏空间的任一子集;d (x, y)为通常的从
二到y的距离.

例2.2 X为一任意集合，函数d被定义为

，，、〔0，当x=yl

。二，y)一}1，当‘手y.
例2. 3 X为由平面上所有的点所组成的集合，对任意点

x二(‘;，x2) EX与y二(yi} y2) EX，令

d (x, y)=!二，一y1!+!x2一yzI.

例2. 4  X为定义在单位区间

I={t:Oct《1}

上的所有的连续实数值函数的集合;对任意两函数xEX和yEXI
令

d (x, y) =max
t〔I

!x(t)一y(t)1.

例2. 5 X与例4中的X相同
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d (x, y，一{ !x(t)一y。)}dt.

例2. 6 X为所有的有序n元实数.对任意两个有序、元

实数

x- (x1, x2, ... , xn) EX，以及y = (yi, y2, ... yn) E x,

令

d(x, y)=max}x‘一yi卜
0〔‘}n

从例2.7到例2.10的每个例子都不是距离空间.

例2.7X为所有实数的集合，

d (x, y)二x2一y2.

例2.SX为所有实数的集合，

d(二，y)二}x2一y2}.

例2. 9 X为所有实数组成的集合

d(x, y)
x一1，当:》y,

1，当X- <y.

例2. 10  X为沿着某一河岸(相对于地球是固定的，并不随

河水而流动)的所有点的集合.对任意两点:EX与YEX，令d (x,

妇等于从x到y所需的时间.

任一定义，若它只依据距离的概念，就可以将它直接地推广，

使之能应用于任意的距离空间.为完善起见，下面讲我们最感兴

趣的一些问题.

令X与Y为距离空间，它们各自以d与e为度量.两点xiEX

和x2 EX为“a-邻近”，当且仅当d(xl, x2) ca.同样，YiEY为“。-

邻近”于y2EY，当且仅当。(YI, y2) <E.变换f : X --> Y“在xo EX上

连续”，当且仅当对每一。>o，存在一a>o，使得若二为a一邻近于

xo，则f (x)为。一lri近于f (xo).变换f为“连续”，当且仅当它在x

的每一点上都连续，一个同胚映射乃是具有连续的逆变换的一个
⋯0
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连续变换.以x天X为圆心并且以:}> 0为半径的开球是集合

B(xo;r)=4x: xEX，并且d(二。，x) <r}

有些作者把开球(open ball)称做开球面(open sphere)，但我们将

保留球面(sphere)为集合十:

{x:d(xo，x)=r}.

以x。为圆心，r}>0为半径的闭球(表示为B- (xo; r))乃是集合

B一 (xo;r)=4 x :xEX，并且d (xo, x) c r }

例2.11在例2.4的空间X中，令xo EX为恒等于0的函数;

即对所有tEI的值，x0 (t) =0.开球B(xo, 1)乃是所有的函数

xEX组成，它的图形位于图2. 1中所示的矩形中.

图u，2

例2.12在例2.5的空间X中，令xOEX为恒等于0的函数;

即:对所有的tcl, xo(t)=0.开球B(xo, 1)乃是一集合，它包含使

得以曲线x=x(t)和直线，二0)‘二0, t=1为界的面积小于1的

所有的xEX.图2.2表示这样的一个面积.注意，在t一轴以下的

那部分面积并不以负值计算.

读者必须证明下面的定理作为练习.这个结论将在证明后面

的定理时应用.

定理2.1变换f; X->Y为连续，当且仅当对每一XIEX以及

以f (x1)为中心的开球

B，二B(f (x,);。)CY

我们一般把sphere译成球面或球表面，与作者的本意相同.—译者注



存在以x，为中心的一个开球

B2=B (x1;6)cx

使得B2C f -1 (B1)

证明:当作练习去做.《

定理2.2令X与Y皆为距离空间，分别以d和e为度量.f:
X---)P.y为连续的一个充分必要条件是，若B,为Y中的一个开球，使

得xE f -1(B1 )，则存在一个开球B2cX使得:EB2C f -1(B1) .
证明:充分性.假设定理的条件被满足，并且令

B1= B (f (xi) ;舀’为Y中以f (xi)为中心的一个开球.则:1E
f- 1 (B1)，因此在X中存在某一开球B2 - B (X2; r )，使得xi EB2c
f-1(B1).令6=r-d(x2, XI);因为xi (EB2，故&>0.令B2 = B(二，;6)1
则B:;-'-2是以二;为中心的一个开球.若xEB2，则

d (X2，XI)《d(x2，x1)+d(xi，x)《d (X2，x1)+a=r，

所以xEB2.由此，B2cB2Cf-1(Bi).因此，由定理a. i, f是连

续的.

必要性.若了为连续，则定理2.1的条件被满足.假设

B1=B(yl, r)为Y中的一个开球，而且xEf -1(Bi)，则有f (x)EB1

因此

。=:一e (y}} f(二))>0

令Bo =B(f(劝;。);由三角不等式可得Bo <Bl.但由定理2.1可

知，存在以x为中心的一个开球Bo. =B(x;6)CX，使得
BZc f-‘(Bo)Cf-‘(B1)，

当然二EB2.《

下面定义两个概念，它们是我们以前未曾讨论过的.这两个

定义适用于任一距离空间.稍后我们将看到这两个概念在更一般

的情况里是很有意义的.事实上，共中一个将在第8-3节里成为

从距离空间推广到拓扑空间的基础。
，z多2·



距离空间11的一个子集U为“开的”，当且仅当对每一点二EU,
存在某一开球B，使得二EBCU，一子集FCX为“闭的”，当且仅当
F'为开.

如果U为开的，并且xEU，则存在某一球Bl，使得xC-B, C U.
但是，因而存在以x为中心的一个球B2，使得B,)CBI.由此，集合
U= X为开的，当且仅当对每一二EU，存在某一球B (x:劝CU.此
定义的形式说明为什么“开”这个字被选来描述这个概念，它就是
“开扩的空间”的意思.若U为开的并且二EU，则U包含充分靠近
x的任何点.直观地说就是:从某些非常靠近x的点系位于U之
外这个意义看，x不能是在U的“边”上.“闭”这个字的直观意义
颇难描述.稍后我们将看到，它能以“被包围的”或“包含围着它的
一个围墙”的意义来说明.

很容易看出存在一些既不是开的也不是闭的集合.在由所有
的实数所组成的距离空间(例1)，令

A= {x:二为有理数}与B= {x:二为无理数}，

则A与B都不是开集合，但A与B互为余集，因此两者皆不是闭的.
一个更令人惊奇的结论是:存在某些集合，它们既是开的又是闭

的.实际上，在例2.2中很容易看到，可x"粤、一{{x};就是说，每个
”r----一’‘\‘2/、--，·Ny“一.，，.

半径为告·的球包含恰仅一点.在这个距离空间里每个集合都是开
的，因而结果是每个集合也是闭的.这是一个极端的例子.但是，
在任一距离空间X中，空集合必与全空间X都既是开的又是闭的.

定理2.3从距离空间X,到距离空间Y的变换.f : X -> y为连
续的，当且仅当对每一开集合VCy，集合,f-1(v)为开的.

证明:必要性.令f为连续的，令Y为Y的一开子集，并且令
x为f-l(v)的一点.为了证明,f-1(v)为开的，我们将找出一个开
球B，使得二Egg f-} (y).因为f (x)EY，所以存在一个开球Big

.1多多。



使得f(x)l'--'B,CV.但因而xcf-1(B1)，并且由定理2.2，存在一个

开球BC X使得

xEBC f -’(B1)Cf-’(V).

充分性.令B1为y中的一个开球并且令x为f- 1(B1)的一

点.因为B，为一开球，所以它是开的(习题9);因此，由定理的条

件，f-1 (BI)也是开的.因为x为开集合f -' }-} l J的一点，_故存在一

个开球B2，使得xEB2Cf -' (B1)，而且，由定理2.2可知f为连续

的.《

定理2.2和2.3以两种方法刻划了两距离空间之间的连续变

换.定理2.2的条件通常比较便于利用，但在更一般的空间里，这

个条件就成为毫无意义的了，而定理2.3的条件将成为重要的一

个.

习题

1. (a)证明从例2.1到2.6的每一个例子都是距离空f}l.

(b)证明从例2.7到2.10的每一个例子都不是距离空间。

2.下列例子中哪些是距离空间?

(a)集合X为所有实数的集合.对xrX一与好X，设d (x,妇='x一引，

(b)集合X为实数的集合;对xEX与yEX，设d (x, y) = (xY一yx) 2.

(。)集合X为一平面;对x二((XI, x2) EX与y = (yl, y2) EX，设

d(x, y) =max{一x;一y1{，}x2一Y2I}·

(d)集合X为一平面;对x二((x1, x2) EX与y = (y1, y2) EX，设

d (x, y)=

[(x，一y1)“+(x:一y2)“]“，当x1 * yig

1，当xi--yi一且x2若y2,

0,当xl==y，且x2=y2·

3.证明对点对xEX, yEX而定义的一个实数值函数d为h'中的一个度量

当且仅当d满足两个条件.

(a) d (x, y) = 0，当且仅当x = y;

(b) d (x, y)<_=d (x, z)+d (y, z).
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4.令2为从例2.4的距离空间到例2.5的距离空间上的恒等变换.证明
Z为连续的，2‘是连续的吗?

5.      (a)令X为例2.4的距离空间，并定义变换f : X--4X为f (x) = y，共中

;(‘，一)一x(t)dt
f是连续的吗?

(b)设X)5例2.5的距离空间，试解部分(a)的问题.

6.证明f : X--4y为连续的一个充分必要条件为:对每一x1EX以及对以

f (x1)为中心的每一开球B1= B (f (x1), E) r-Y，存在一个以x，为中心的

开球B2= B (x; 6) =X，使得B2= f -1 (B1) .

7.比较一下定理2.2的命题与第7-3节习题5的命题.为什么习题里的命

题必须比定理里的命题更复杂了

8.证明在任一距离空间X中，集合功与X的每一个都既是开的又是闭的.

9.证明开球是开的，闭球是闭的.

10. (a)证明任意两集合的交集为开的.

(b)证明任何有限个开集合的交集为开的.

(c)证明任何一族(不必是有限的)开集合的并集为开的.

X11. (a)证明任何一族闭集合的交集为闭的.

(b)证明任何有限个闭集合的并集为闭的.

12.证明两距离空间之间的变换f : X--4y为连续的，当且仅当对Y的每一

闭子集F, f -1 (F)必为X的闭子集.

1J.令X与Y分别为例2.2和习题2 (a)的距离空间.下列变换f : X---}y哪

些是连续的?哪些有连续的逆?(取X为实数集合.)

(a)了(x)二x,

(b) f (x)==2x,

(c)f (x)二x2.

14.对变换f ; Y--+X，试作习题13中的问题.

15.令X与Y分别为例2.4与2.5的距离空间.下列变换f : X--> Y哪些是

连续的?哪些有连续的逆?

‘a) f (x(忿))二x‘t)，

(b)f (x(t))=2x〔t)，

(c)f (x(t))=r -Lx(t)」2，
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(d) f (x(t))二x(t2).

16.对变换了:Y--*X试作习题15的问题.

在下一节中考虑更一般的空间之前，我们再讨论距离空间中

的两个概念—闭包与收敛性.

对‘距离空间S的任一子集A, A的闭包记成A-，它是以A为

子集的最小的闭集合.这就是

(i)  A一为闭的.

(ii)A一，A,

(iii)若F为闭的且FzDA，则F zDA-.

很容易看到，每个集合ACX都有闭包;就是说，永远存在一

个以A为子集的最小闭集合.因为:可考虑为所有以A为子集的

闭集合族萝(集合X当然是这一族中的一份子).由上面的习题

lla，这族中所有的集合的交集为一闭集合.这个交集必以A为其

子集合，并且必然是以A为子集的最小的闭集合.由此我们看到，

A的闭包乃是所有的以A为子集的闭集合的交集.就是说

A-= n {F:F为闭的并且FAA}

定理2.4当且仅当每一开球B (x; r )至少有一点与A共有

时;就是说当且仅当
AnB(x;r)=P必

时，点XEX在子集ACX的闭包中.

证明:假设碱A-;则xE (A-)'.但(A-)‘乃是开集合.因此

存在一个开球B1使得xEBjC (A-)'.因为二EBI，故存在一个开球

B，它以x为中心使得BCB1，因而我们得到

BCBIC (A一)‘CA'
由此A自B-=-必

假设存在一个开球B=B(x;r)，使得AnB=O，则B'为一个

以A为子集的闭集合，因此A-CB'.因为xEB，就必须碱A-.《

定理2.4说明了一个集合A的闭包包含着非常靠近A的点所
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有的点更确切地说，当且仅当对每一。}> 0，存在A的一个点，它

。一令乃近于x时，xEA-.

我们已经看到任一子集ACX决定一个子集A-，它称为A的

闭包.这意指闭包乃是在A的子集合上的一个单元运算.下一个

定理给出了这个运算的一些最重要的性质.

定理2.5对任意X的子集S和T

(a)  QS一S}}                (c)  S-- =S-}

(b)  S-::DS,            (d)  S- U T- ` (S U T)一

证明:(a)因为0为闭的，并且是每个集合的子集，它显然是

以0为子集的最小闭集合.就是说，0一0.

(b)由闭包的定义，这是显然的.

(。)因为S-其本身为闭的，它是以S为子集的闭集合之一

显然，它是以S一为子集的最小闭集合;即:S-一S-

(d)集合(SUT)一是以S为子集的闭集合之一，因此S-C

(sUT)一同样，T-C (S UT)一而且这两个包含关系蕴涵了

S-UT-C (S UT)一

至于另一方向的包含，注意一下S一为以S为子集的一闭集合，而

且T一为以T为子集的一闭集合.由此，S- UT一是一闭集合(上面

的习题11b)，它以SUT为一子集.即得S-UT-D(SUT)一《

例2.13令X为例2.4的距

离空间，并令S为由其图形为有

限条线段所组成的所有的函数

x}X的集合.令x2EX为定义作

x2(t)-_ t2(对t }})的函数，则

x2(ES一见图2.3.它表示函数x2

的图形和以此图形为中线纵长为

2。的一段长带.明显地，对任一
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xES, d (X2,劝<。，当且仅当x的图形位于此长带之中.图2.3说

明至少存在一个XES，它满足这个条件.由此，对任一。，开球

B (X2; E)至少有一元素与S共有，因此，由定理2. 4, x2ES-.

对闭包的概念我们已经有些认识了.现在我们来看收敛性.

我们将看到收敛性B是与闭包有密切关系的一个概念.我们将集

中讨论点列的收敛.

集合x中的一个点列乃是从集合N= {1, 2, 3,⋯}到X内的

一个变换.点列所用的符号与一般变换所用的符号有些不同，不

用字母，如f，来表示这种变换，也不用f(n)表示元素nEN的象，

而是沿袭通常的习惯，用足码符号指明nEN的象，例如xn，并且

将点列(变换)表记为(二;, x2, x3,⋯)或更简单地写成(xn).此函数

的值x，称为点列的“第n项”.当然，对某些互异的2与J，可能

发生二‘- x;.例如:(p, p, p,⋯)乃是集合{p}的一个点列，此处

xi=p，对2=1，2，3，·⋯

我们将只对距离空间里的点列感兴趣.

假设AC K，并且(xn)是X中的点列.点列(xn)终归在A中，

当且仅当存在某一noEN，使得对所有的n>no, xnEA;就是说，点

列中存在某一项(第n。项)，使得后面的所有的数列的项都在A中.

数列(xn)频繁在A中当且仅当对每一noEN，存在某一n>no，使得

xnEA.这一条件等价于要求数列有无限多个项为A的元素.

距离空间X中的一点列(xn)收敛至一点x任N，当且仅当对以

x为中心的每一开球B (x;灼，此数列终归位于B (x;劝中.我们

写成二、->X，或l i m x,,=二来表记(xn)收敛至x"在这种情况下，我们

称二为点列(xn)的一个极限点.

例2.14令X为实数集合，并且对XEX, YEX，定义

d(二，Y)=1二一Y1

(a)设
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二。二(一1)n(1/n), n=1, 2,⋯

对中心位于x=0的任一开球B，点列(xn)终归位于B中;结果是

(xn)收敛至0.如果A= 4x:x>0}为所有的正实数的集合，点列

(二、)乃频繁(但非终归)位于A中.

(b)设

Xn=(一1}n,，IU=i，2，⋯

此点列频繁位于正实数集中，但并不收敛至任一点.

例2.15  (a)令X为例2.4的距离空间，并且令x,, (n=2, 3,

4,⋯)为其图形表示在图2.4中

的函数.此点列(xn)不收敛至任

一点x任X.这可由下面的说明

看出:注意，对任一二EX)

d (x, xn)=max{x(t)一xn(t)}

(2，n)

。兴一土。冬+止
‘。‘乙.

II

图2.4

>
一

由此，对n>成韵

x( Z)一二(2)I一x( 2)一I·
--{-1, d (x, xn) > 1，因而(xn)就终归位于开球

B (x; 1)的外部.

(b)令X为例2.5的距离空间，并且令二。(n-2, 3, 4,---)为其图

形表示在图2.4中的函数.则二。---31, xo)其中对所有的tEI, XOM

-0.实际上，

d(xo，x,1)== { }xo ( t)一xn(t), dt二1 / n.

由此可得出对以x。为中心的任一开球B，点列(xn)必终归位于

B中.

正如我们可能期望的那样，X为实数集合并且

d(二:，x})二!x，一二:I
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的距离空间是相当重要的一个特殊例子.事实上，在任一距离空

间中，点列的收敛性可以用在这个空间的收敛性来描述.令Y为

一距离空间，以e为距离函数，并令(yn)为Y中的一点列.则有

yn -->y提Y，当且仅当点列(yn)终归位于以y。为中心的每一开球之

中.即:当且仅当对任一实数，>0，实数数列(e (yo, y.))终归位于
集合

A，二{x:0《x-.r}

之中.这个条件对实数列(e (go, yn))在距离空间X中收敛到0是

充分且必要的.由此，任意距离空间Y中数列的收敛性可以用距
离空间X中收敛到0这一事实来描述.

下列定理给出收敛性与闭包之间的联系.

定理2.6令X为一距离空间，并且令Sc =X;点xC-X为S-

的一元素，当且仅当S中存在一点列(二，)，它收敛至x

证明:若XES-，则以x为中心的每一开球与8相交.选取
X --s nBn',}Z--(X; 1/n)

则点列(xn)终归位于以x为中心的每一开球之中，因此X， --> Xn

如果8中存在一点列(Xn)收敛至x，则这个数列终归位于以x

为中心的每一开球之中;因此必然地，每个这种开球与S相交.由
此，XES-.《

定理2.6指出了“闭集合”一词的直观的内函.一集合A为闭

的，当且、仅当A= A-(习题17).由定理2.6，每当由A中的点组成

的点列(xn)收敛至一点x，点x必须在A中，这是当且仅当的情况.

直观地说，点列(xn)收敛至x，当且仅当点xn“非常接近”*于x.因

此，A为闭的条件可表述为:“非常接近”A中之点的任一点必是A

中之一点.又:不可能偷偷地沿着A中的一个点列走而“非常接

*原文为very close，而“闭的”英文为closed.—译者注



近”一个不在A中的点.且的点是封闭的—不可能偷偷地沿着

A中的一个点列走而逃离A.

习题(续)

17.令A为距离空间的一个子集.

(a)证明A为闭的，当_H一仅当A=A-

(b)证明A为闭的，当且仅当A为某个集合的闭包.

(。)证明若A=B，则A-}B-

1.8. (a)若S与T皆为某一距离空间的子集，集合S-门T-与(S门T)一的关

系如何?

(b) (S-)‘与(5尸)一有何关系?

(。)给出一开球B (x; r)其闭包不同于闭球B- (x;灼的一个例子.

#19.令X为一距离空间.

(a)若pEX并且

x,2 = p, n=]-,2,3，二，，

证明xn--4 p.

(b)若xn---'xo仁H_ nl<n2<n-<...，证明点列((xni7   Xnse   Xn3i⋯)收敛

至    xo.点列((x77,-1 x7747    x7731⋯)称为点列(Xn)的子列.

(。)证明(xn)有一子列收敛至xe，当且仅当(x t2)频繁位于以x0为中心

的每个开球B (xo,:)中.

(d)证明若xn--4x，并I L xn-4y，则x = y,

20.令(x砂为X中的一点列，并令A为X的一子集。证明(xn)终归位于A

中，当且仅当(xn)频繁位于A’为假.

21.令X为实数集合，井日‘，对xEX, yEX,设

d (x, y)二油一y1.

求下列X的每一子集的闭包.

(a) A==

(b)B=

{1，2，3，⋯}，

(二1   1
了I。—.-一。
123’

(c)C“ 上_工
3’4’』
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，仁1。1，沪
(d) D=}1，冬，3,止，5,“·S.

〔’2”4”J’

(e)E={x:0<:<11，

(.f ) F二{Zx:x为有理数}，

(9) G= {x: x为无R-数}.

对习题21中从A到G的每一集合，在其闭包中选取一些点，并对你所选

取的每一点x找出该集合中的一个收敛至x的点列.这一过程可检验

定理2.6的结论.

(a)令X为例2.4的距离空间，

tEI)的函数.点列(xn)收敛吗?

令X为实数集合，并且对xE X,

d (x, y)=

并令xnEX为定义作xn M = tn(对所有

若收敛，它的极限是什么?

yEX，设

0，当x二yl

1，当x羊yl

描述这个距离空间的收敛性.也就是说，说说哪些点列收敛到哪些点.

对于此空间里的一集合A的闭包你能说些什么?

#25.令X = { 0, 1, 2,⋯}为非负整数的集合，并定义函数d如下:对

xEX,抓X, x -* y,

令b为使2“是Ix-YI的一个因数的最大的非负整数，则
1

a}x,y)=;一:一万，a } x, x)二u.
D -t- 1

(a)求:(1) d(0;2)，(11)d(4，19)，(111) d(3，99).

(b)证明函数d为x中的一个度量.

(c) f证明点列(3, 6, 9,⋯，3n,⋯)不收敛.

(d)找出一个由x的不同元素所形成的点列，使得它收敛至5,

(。)求集合左3, 6, 9,:}的闭包.[提示:首先证明若n为任一正整

数，则

22n+1+1
3

也是一正整数.对任一MEx考虑点列(3%1m, 3从m, 3叭m,,⋯)，并

证明这一点列收敛至饥.〕

T原书的小题(。)显然有误，暂去掉.因而原(d),  (e),  (f)小题，依次改为(。)，
(d),(。)小题—译者
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26.复习已经给出的闭路径，封闭曲线，封闭表面，闭圆盘，闭球，闭集合的定

义.它们有哪些相同之处?有哪些不同之处?

8-3拓扑空间

在第8-2节中，我们定义并讨论了开集合，闭集合，闭包以及

距离空间中的收敛性等概念.它们都是用度量来定义的，而且度

量的性质(对称性，三角不等式，等等)也用来导出这些新概念的某

些性质.由这些概念中的任何一个都可以得出距离空间的一种推

广.这种推广可如下得到:首先在一集合X中公理式地给出合适

的概念(不是用更基础的概念来定义它)，然后研究由这些公理所

赋予集合X的结构.下面我们以“开集合”作为基本概念并以它来
定义其它的概念.

一个拓扑空间就是一个集合X连同一个X的子集合族a，它
满足下列条件:

(01) XE乡，O Ea.

(02)若UEC fl, VEO，则U n VEo.

(03)若gc乡，则U JA:AESO } Ea.

集合族0的元素称为此拓扑空间中的开集合.这意思是说，命题

"U为开集合”等价于命题+UE0 ;

由此，在任一拓扑空间中，空集合与集合X本身均为开集合;

任意二开集合之交为开集合;任一组开集合的并集为开集合.

在给出一些拓扑空间的例子之前，了解另一个定义会是方便

的.一集合ACX称为闭的，当且仅当A'为开的.当然，在一拓

扑空间中由所有的开集合组成的族0完全决定着所有的闭集合所

组成的族w.事实上，

w={A:A' E(D}.

反过来说，族W也决定着乡，因为

.1手多



今={A:A‘任留}

很容易着出，上面我们在族0上所做的从01到03三个要求等价

于在族W上的三个如下条件:

(c1) 0E0，XE,0.

(c2)若FE且GEW，则FUGEW.

(c3)若9C，则n夏A. A任     }}任          }  .

对某一特定集合x可能有几个不同的x的子集合的族多，正

如下面的例子所指出的，它们都满足条件。1到。3.对乡的这样

一种选取称为在此集合x中定义了一种拓扑.显然，x中的拓扑

可以由指定一个满足。1到。3三条件的x的子集的族1}61'来定义，

因为这时族0就为le唯一地决定了.这种方法也用于下面的一些

例子里.

在从例3. 1到例3.5的每一个例子里，集合x是实数集合.这

些拓扑空间之不同是由于选取了不同的开集合族弓.

例3.1 a1=JOIX}.由条件01，这是在X中定义一个拓扑

的最小的一族.在此拓扑空间中，le;二{x,必}是这样的，它使得

某一集合为开的，当且仅当它是闭的.

例3.2子集FCX称为有限的，当且仅当F有有限个元素.

例如，必为有限，因为它有0个元素.集合4213, 8}为有限，因为它

有3个元素.集合N- 41, 293,⋯}不是有限的.令

尹            _ 4F: FC X且F为有限集合}

并且令

r:一二资U 4x}

则W:满足条件。1到。3，并且因此它是定义于X中的某一拓扑的

所有闭集合所组成的族.在这一拓扑空间中，每一个有限集合都

是闭的，集合X是闭的，并且没有其它集合是闭的.由开集合所组

成的族可给出如下;
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02={A:A=0或A'为X的有限子集}.

例3.3让我们称集合A为“可数的”，当且仅当存在A到正

整数集合N={1, 2, 39⋯}内的一个一对一变换.每个有限集合

是可数的，然而也有一些无限的可数的集合.例如，集合4214, 6,

⋯}与集合N本身一样是可数的.第7-2节习题7证明了由所有

的正有理数的集合是可数的，但是集合{x: 0}x成  l}不是可数的.

令

0= {A: ACX并且A为可数的}.

并令re3-0U l对.则W3为定义在X中的某一拓扑的所有闭集

合的族.在这个拓扑空间里，每个可数集合为闭的;集合X为闭
的;并且没有其他的集合为闭的.开集合的族可由下式给出:

03= JA: A=i--必或A'为X的可数子集}.

例3.4令04- 4A: ACX }.族a4满足条件01到03.显

然，它是于X中定义拓扑的最大一族.(由04所定义的拓扑称为

“离散”拓扑.)在这个拓扑中“集合为开的，当且仅当它为闭的”再

次为真.即:乡4_ }0,4.前面我们已经见过这个拓扑空间，那时它
是一个距离空间.族04是由所有的开集合—它们于距离空间

X中为开的—所组成的，其中点x与点y之间的距离给定为:

d(x, y ) 一(0,当‘一“，
(1，当x牛Y.

例3.5对每一实数xEY，令

Lx={y:y<x};

并令9={Lx . xEX } .

则集合v5-ku ion X}于X中定义一个拓扑

.1子，



习题

1,，证明例3.1到3.5的每个例子是拓扑空间.在例3.5中所有的闭集合

的族是什么?

2.证明若X为任一距离空间，而。为所有的X的子集的族，它们在这距离

空间里为开的，则。满足条件01到03.因此X可被认为是一个拓扑空

间.由此，开集合的这两种概念—一个在距离空间里，另一个在拓扑

空间里—不会引起任何混淆.

3.证明并不是每一个拓扑空间都能被看成是一个距离空间.(提示:试一

下例3.1的空间.)

4.令X为实数集合，并令

I二{x:0〔  x 1}.

下列哪些族在X中定义着一个拓扑了

(a)二{A:I=Ac:X} U{0}.

(b)=iA:AEI} U {X}.

(c)公={A:IOA且Act外U体，X}.

#5.令X为定义在单位区间

I=={t:Oft<1}

上的所有的连续函数的集合，并令a为由满足下列条件的所有的X的子

集U的族:若xaEU，则存在一正实数。，一正整数n，以及n个数tjEI,

以I,⋯，tnEI使得

U={二:}x (ti)一x0 (ti)<。(￡二1, 2,⋯，n) },

证明X连同族。为一拓扑空问.

#6.令I*={t:O-tI，并令X为由定义在I上的所有的连续函数的集合.如

同习题5中一样地定义X的子集的族。.证明X连同这族乡为一拓扑

空间.

在我们对距离空间之间的连续变换的定义中，距离这个概念

充当了很重要的角色.因为这一定义与。一邻近等等相关.当然，

。一邻近在拓扑空间里是没有意义的，但是定理2. 3的条件—它

是距离空间之间的变换为连续的一个充分必要条件—在一般的
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情况下是很有意义的，而我们正是用它来扩充我们对连续的

定义.

令X与Y均为拓扑空间，变换f:X->y为连续的，当且仅当对

每一开集合VCY，集合f -I (T,7)在x中为开的.注意，这个定义考

虑的是连续，而不是“在x。点上连续”.后面这个概念可以扩展到

拓扑空间之间的变换，但我们不去扩展它.一个同胚映射乃是一

个连续变换，它具有一个连续的逆变换.

例3.6令x与Y每个都是例3.5中的拓扑空间.定义两个

变换f : X->Y与g : x--> Y如下:

当x<0，

x=0，

x>0*.

，
当
当

，
.
一一

0
，
1
，

了
.
龟
.
/
、
!

一1，当x<0,

x，当x》仇
g(二)=

r
、
2
1

一-
、
.
产

劣
产
了
、

子
J

因为X与Y为同一个拓扑空间，我们可称两者皆为X.但是在连

续性的定义中这两空间是作为不同的空间对待的，所以用符号来

指出，我们所考虑的是哪个空间，是比较方便的.我们将证明f是

连续的，而g并不连续.首先，考虑T，并令Y为Y中任一开集合.

分为儿种情况讨论如下:

情况1, V---- Q5，则f-' (V)二0，它在X,中是开的.

情况2, V -Y，则f-1(v) =x，它在x中是开的.

情况3,V=Ly-={Z:Z<奸.

(a)若y《一1，则f-1(V)=SZ}，它在x中是开的.

(b)若一1<yc0，则f-' (V) _ {x: x<0}，它在X中是开的.

(c)若Ocy，则f- '(V) - {x:x<y}，它在X中是开的.

这样，对每个开集合VCY，集合f-l(v)在X中是开的.这就

证明了f : X->Y是连续的.

现在考虑变换9.令V = {y: y<l/2};则V为Y的一个开子

*原文误为x<0,—译者注
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集.但是f一‘(v)二{x: x<0}，它并不是X的一个开子集合.因此，

g:X-->Y不是连续的.

我们像在距离空间里定义闭包概念完全一样在拓扑空间里定

义闭包的概念.一集合ACX的闭包A一是以A为一子集的最小闭

集合.

由条件。nJ，很容易证明每一集合AC X都有二个闭包.就是

说，存在一个以A为子集的最小闭集合.又:对任一集合A，它的

闭包犷乃是闭集合，而且事实上，A为闭的，当且仅当A=A-.

在前面的内容里，我们已经几次考虑了一个集合的边界或边.

但我们对这一术语并没有一个清晰的定义.现在我们可以定义它

了.在一拓扑空间中，一集合A的边界乃集合A- n (A,)一

这样，当且仅当xEA-’且xE (A')一时，点xEX在A的边界上.

我们可以将A一的点看成是紧紧地附着在A上面的点.从这个观

点来说，且的边界就是由所有的紧紧附着在A上面也紧紧附着在

A'上面的点组成的.这似乎是对边界或边的一个相当令人满意

的解释.

注意，一集合A的边界是依赖于空间X以及特定的集合A.有

一个例子可以说明这一点.令X1为通常的三维空间，选取一特

定点xO(EXI，并且考虑球面S- 4x:d(xo, x) =1}.这个球面是距

离空间XI中的闭集，而且(SI)一Xl.由此，S的边界是

S一n (sl)一Snxl二S.

当它被考虑为通常的三维空间的子集时，球面就是它本身的

边界.

现在，令x:为球面81当我们使用通常的距离符号时，它乃是

一个距离空间.再次，考虑XZ的子集S.集合S是闭的，然而

S‘二必，因此，在空间X:中，S的边界就是

s_ n (s,)一sno=o,
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当球面被考虑为其本身的子集时，球面的边界就是空集合.

在前面的内容中，当我们提到某一表面的一小片区域时，我们

是指把这一小片区域看成这个表面的一个子集.当我们讲到一个

立体的边界时，我们是把这个立体考虑为通常的三维空间的一个

子集.

习题(续)

令X与Y都是例3. 1至3.5中的拓扑空间之一定义变换认X--}y如

下:对每一xEX, i (x) =x.选取哪些X与Y，就可使变换i为连续的?

又选取哪些就可使得i为同胚映射?

X与Y与习题7中的相同，定义f = X--}y为f (x) -x2.对X与Y的哪

些选取使得f为连续的了哪些选取使得f为同胚映射?

(a)令A为拓扑空间X的一个子集，并令x为X的一点.证明xEA，当

且仅当包含x的每一个开集合至少包含A的一个点.

(b)证明两拓扑空间之间的变换f : X--4y为连续的当且仅当对每一闭

集合FcY, F-1(Y)为X的一个闭子集.

将下列每一集合依次考虑为例3. 1至3. 5-中的每个拓扑空间的一个子

集，求出此集合的闭包和边界.

(a) A=O, 1}，

(b)B={x:。<x<l}，

(c)C二{x:。<x }l}，

(d) D= }x:0<x<1}，

(e)E=}x : 0〔 x<_ 1}，

(f) F二{x:x<0}，

(9)G二{x:x-e-' 0}，

(h) H二{x:x<0 }k x>1}，

(i) I = {x:x,0或x>1}，

(力J二{x:xc0且x> 11.

复习前而的内容中曾讨论过集合的边界的地方.(请看pp. 41,  57,

58, 09, 81)
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证明课文里所说的下列命题:若X为一拓扑空间，则X的每一子集皆有

闭包;A一为闭集合;以及事实上，A为闭的，当且仅当A=A-.

令X为一集合，并令一为一单元运算，使得对任一A=X, A一也是X的

一子集.进一步假设，对X的任意子集A与B,

(a) 0一=0，

(b) A一。A，

(c) A一=A一，

(d) A一UB-=(AUB)一

设cv - }A : A=X且e一二d}.证明留满足条件。1到c3，因此X可以

看成是一个拓扑空间.在这个空间里的闭包运算是什么了

我们现在把注意力转移到拓扑空间中点列的收敛性上来.在

距离空间里，我们用开球定义点列的收敛性.怎样才能把这个概

念推广到拓扑空间中呢了开球B (x; r)可以看成为建立了一个邻近

性的标准.它包含着所有的;一邻近于x的点.我们已经知道，包

含一点x的开集合可被看作包含所有“就在x周围”的点.由此，

我们可以把包含x的每个开集合U看成为建立“邻近于x"的一个

标准.而所有的U的点就可以称为U一邻近于x"所有的U'的点可

以称之为不是U一邻近于x.在距离空间里的(xn)收敛至x的思想

现在可阐述如下:点列(xn)收敛至二，当且仅当给定任一开球

B=B(x;。)(令肠近于x的一个标准)，点列(xn)终归位于B中(依据

给定的邻近的标准，终归邻近至劝.这些思想可直接推广到拓扑

空间而引出下列的定义.

于拓扑空间X中，一点列(二。)收敛至点:EX，当且仅当此点

列终归位于包含x的每一开集中.

例3.1(续)在例3.1的空间X中，令(xn)为任一点列，并令

二为任一点.包含x的仅有的开集合是X本身，并且(xn)当然终归

位于X中.由此，点列(xn)收敛至x.就是说，在这个拓扑空间里，

任一点列均收敛至.X的所有的点.特别的是，拓扑空间里点列的

极限可以不是唯一的.

我们已经知道，在距离空间中，某一点x在集合A的闭包中，
·I，0·



当且仅当在A中存在收敛至x的

一个点列.拓扑空间里却没有这

等快活事.(参看习题16)这个命

题在某些(非距离空间)拓扑空

间中为真.并且对某些关于点列

《n,t》

n一1      n+1

图3.1

的概念的推广，它们的类似命题在任一拓扑空间中为真.但是这

里我们不对它们作进一步的讨论.前面习题9a给出了对集合的

闭包的一种刻划，它包括一些我们已经用来作为收敛性的基础的

概念.

例3.7令X为前面习题6中的拓扑空间.令xn(EX为其图

如图3.1所示的函数;并令:。为定义如下的函数:

xo(t)=0(0《t).

我们来证明(xn)收敛至xo.事实上，若U为包含x。的任一开集

合，则存在一个正数。，一个正整数m，以及m个非负数‘，，t21⋯，

‘，，使得

Un{x:}x(t‘)一xo(t‘){<。(i=1，2，⋯，m)}.

让我们设

no=max{t1，t2，⋯，t mI，

则显然，若。>no，它可导出

xn(t‘)=0(Z=1，2，⋯，m).

因此

}xn(t‘)一Xo(t‘)!=0<。(2=1.，2，⋯，m).

因而对所有的、>n), xnEu.就是说，点列(Xn)终归位于包含劣。的

每一开集合中.结果，xn->X0.

习题(续)

14.在例3.2到3.5中的拓扑空间里，哪些点列收敛到哪些点上?



15.在习题4中的拓扑空间里，哪些点列收敛到哪些点上?

16.举一例，使得一拓扑空间X与一子集AcX有下述情况:存在一点xEA-

而在A中并无任何点列收敛至x,(提示:试试例3. 3中的空间.)

17.证明在例3.7中函数x。乃是点列(xn)所收敛到的唯一的函数.

18.令X为习题6中的拓扑空间.在X中，定义点列(xn)如下:

xn(t)二2一“一””，

此点列收敛吗了若收敛，它收敛到什么函数了

19. (a)令X为习题5中的拓扑空间，并令R为实数距离空间，其度量为:对

任意实数:1)   re) ,

d(:1，r2)=}::一r2{.

对XEX与tEI={t:0<t<1}，

x(t)ER.

由此，若(xn)为X中的点列，_H_ t EI，则佃n(t))为R中的一个数列.证

明(xn)于拓扑空间X中收敛至x0，当且仅当对每一tEI,   (xn(t))于距

离空间R中收敛至xo(t).这种函数的收敛性称为“逐点收敛”.

(b)若.h'用习题6中的拓扑空问来代替，而I用I* = {t : t >0}来代替，

证明(a)中的结论保持正确.

20.把第8-2节习题19的结果推广到拓扑空间X而得到下列结果:

(a)若班X且x。二p, n =1, 2,⋯，则(xn)收敛至p.

(b)若xn--4x。且nl<n2< ...，则(xnl,   xn21⋯)收敛至xo.

(。)找出拓扑空间中的一个点列的例子，使得xn--4x且xn-4 y但x* y,

(这就证明第8-2节习题9d的结果不能推广到拓扑空间.第8-2节习

题19。在下面习题22中考虑.)

#21.令X为一平面，它所有的点都用直角坐标标记的，即

X = {(XI,  x2) :x:与x2皆为实数}.

对每一点p二(ply   p2) EX，设

Gp=={(XI，x2):x1>p，_I. x2>p2}.

令乡为由所有的形如G，的集合的并集所组成的族.就是说，UEG，当且

仅当存在一子集P=X，使得

U二U {Gp:pcp}

(a)证明X连同族0为一拓扑空间.

(句令xn _(一1/n,  1;川.此点列收敛吗?若收敛，它收敛至何处?
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(c)求集合A _ {x1,  x2,   x39⋯}的闭包L (b)的符号〕.

22.令X为平面的一子集，它由原点连同所有的坐标为正整数的点所组成的

集合:

X={(0, 0 )}U{(m, n):m=1，2,⋯，n=1，2,⋯}.

然而，X里的拓扑(定义于下面)并不是通常的拓扑.对每一正整数m0,

集合

Cmo =左(mo, n):。=1，2,⋯}

称为在X中于m。上的列.X中的开集合定义如下:

X的任一不含原点的子集皆为开的.

X的子集U，它包含原点，为开的，当且仅当存在一正整数N，使得若

m >N，则U包含所有于m上的列Cm，除了C，中的有限个点以外.

(a)设X的开集合定义如上，试证明它是一拓扑空间.

(b)求X中一点列(xn)，使得(xn)频繁位于每个包含原点的开集合，但

不存在一(xn)的子列收敛至原点.(这证明了第8-2节习题19C的结

果不能推广到拓扑空间.)

8-4连通集

我们曾经定义一个地图的面(faces)为一些分离的小片—

由一表面上的网络所分割而成的.但这种一小片是什么?显然，

它不同于一个子集.因为这种我们看作是面的两个小片可以形成

这个表面的单个子集，但并不是地图的单个的面.我们曾几次使

用片语“连通的小片”，但却不曾对“连通的”一词下个定义.在讨

论约当曲线定理时，我们证明了某些点对能用多边形路径来连接.

这些想法可以用来定义三维空间里的连通集合，但对任意的拓扑

空间，则需要另一种不同的方法.看来首先定义“分离的”似乎较为

便利.然后再用这个概念来定义“连通的”.直观地说，我们愿意

称两集合尸与Q为分离的，如果它们“彼此毫不相干”.确切的表

达式(已发现它是富有成果的)如下:拓扑空间X的子集P与Q为

分离的，当且仅当
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P*0=#Q且P-nQ=o=PnQ-.

即:两者皆不为空集合.并且每一集合与另一集合的闭包不相交.

例如，考虑一个X一轴(作为三维空间的一子集).设

P二{x : x<0}，Q={x: x:,-> 0};s=ix: x>0}，

则P与Q为分离的，但P与s并非分离的.

一子集ACX为连通的，当且仅当A不是分离的两个集合的

并集.在我们刚才讨论的X一轴中，集合{x : x* 0}不是连通的，因

为它是分离的两个集合P与Q的并集.

在任一拓扑空间里，一个单元集(恰仅包含一个元素的集合)

是连通的.因为:若

{a}二PUQ并且P=A 09Q*0.9

则P={a}=Q9

因此尸一门Q =I= 0

由此，{a}不是分离的两集合的并集.

例4.1在例3.1的拓扑空间X中，每一子集A都是连通的.

因为:若

A二PUQ且P*0*Ql

则P-= X(X为包含P的仅有的闭集合)，因而

尸一自Q手必.

由此，A不是离散的两集合的并集.

当然，一集合A是否为连通的依所考虑的拓扑空间而定.同

样的一个集合可能为某一空间的连通子集，而当它被考虑为另一

空间的子集时则不连通.

若一集合A是连通的，而且若我们把“非常接近”A的点附加

到A上，则这个扩大了的集合也是连通的.这一命题看来似乎是

正确的，下面的定理使得这一概念精确化.

定理4.1若A为拓扑空间j,T中的一连通集合，则A一为连
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通的.

证明:用反证法证明.假设A一不是连通的，则A-=PU Q,,其

中尸与Q为分离的两集合.若AnP与AnQ皆为非空集，则
A=(A n P) U (A n Q).

将A表示为分离的两集合的并集.这与我们的假设矛盾.由此，

共中至少有一集合为空集合，且设AnP=o.则因为ASP U认
所以AC Q,这蕴涵了A-=Q一但这样就有

PCPUQ=A一CQ一

因此，尸=尸nQ-，这与我们所假设的尸与Q为分离的两集合—
尸n Q-= o相矛盾.《

连通性乃是(集合的)一种拓扑性质.事实上，下述定理证明，

若一集合为连通的，它甚至可以在一个比同胚映射更一般的变换
类的作用下仍然保持其连通性.

定理4.2令X与Y皆为拓扑空间;令A为x中一连通子集，
并令f; X->y为连续变换.则f (A)为Y中的一连通子集.

证明:用反证法证明.若f(A)不是连通的，则有.f(A) =P U Q,
其中尸与Q互为分离的.设

P1 =f-1 (P) n A，且Q l=f-l(Q)门A;,

则我们可得

P, =A 0=/= Q1并且A二P1 U Q1"

因为f为连续的，.f-' (P-)为X中的一闭集合(第8-3节习题9b),
它以P，为一子集.由此，pi C f- i (p-)而且

Pl- nQ}cf-‘(P一)n f-‘(Q)

二f-, cP-n">=f-Icy)=0.

同样，P1 n Qi = o.因此P;与Q互为分离的‘这与假设A为连通
的相矛盾.《

实数集合R的度量为;对P的任二点x与y
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d (x,妇=!x一y}，

所构成的距离空间乃是一个非常重要的空间.我们曾经常地用这

个空间来作例子，而且，许多拓扑里的概念也都是从实数的某

些性质的推广中产生的.在本书以后部分中，我们将用R来表示

这个距离空间而且讨论它的一些性质.在距离空间R中，集合R

是连通的.这一事实有时候作为公理之一用来定义实数，有时候

是由作为公理的其它结论来证明它.这里我们假定这个结果成
立，并且找出其它连通的R的子集.

R的一子集称为一“区间”，当且仅当对某些点aER, bEl?，它
为下列集合之一:

{x: a<x<b}，{x: ac x《歼，{x. x<b}，

{x: a《x<歼，{x: a<x}，{x: x《b}，

{x: a<xc歼，{x: a《x}，R.

区间的一些例子如:QS, 42}, {x:Ocx<l}.很容易看出一集合

ACR为一区间，当且仅当它包含着它的任意两元素之间的所有的

点.就是说，当且仅当下列的推论式为真.若

xCA且yEA以及x<z<y,
则

名任A.

在证明以下定理时，我们将用到区间的这种特性.

定理4.3一子集A=R为连通的当且仅当它为一个区间.

证明:假设ACR，并且A不是一个区间，则存在三个实数
a<c<b，使得

aEA，bEA，c戌A

设P二{x: x任A且x<c},口二{x : xEA且x>时.

则尸幸0幸Q,

并且P- n QC {x: x- c} n Q二0 s
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间样，尸自口一必.因此，尸与Q互为分离的.由此可得A不是连
通的.

剩下要证明每一个区间都是连通的.首先，我们来考虑

I=福x:一1<x<1}.

对XER，设

f (x)=
劣

}x}十1’

则f' : R-} I为从R到I上的一个变换.下面我们证明J为连续的.

由于假设R为连通的，定理4.2证明I为连通的.

关于f的连续性证明如下:若x与y同号，则

}f(x)一f(y) }= ({y}+1)x一(}x卜}1)y
({XI+1)(}y}十1)

x一y

({x{+1)(}yl十1)
c}x一y}

若x与y为异号，则

}f(二)一f勿)1== x       y

}x}+1{y}+1

}x} }y}
兀毕.气一十下于召二簇1刘十!y1
}x-!士1   1y}十1

二{x一y}

从而，f的连续性得证.

由定理4.1, 1-={x:一lcx<1}为连通的.定理4.3剩余部

分的证明留作练习(习题5)《

习题

证明空集合为连通的.

(a)证明在例3.4的空间中，任何包含两点以上的集合皆不连通.

(b)令Y为例3.4中的空间，并令X为任一拓扑空间，证明X为连通的，

当且仅当每一连续变换f : X-4Y必是常量变换.

在例3.5中的空间里，哪些集合是连通的了
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(a)证明若A与B为拓扑空间X的两连通子集，并且A门B必，则A日

B为连通的.

(b)证明若A为连通的，并且Ac=Bc=A-，则B为连通的.

下列步骤完成了定理4.3的证明.

(a)假设aER, bER，而且a<b.对

xEI={x:0<:<11

定义

f (x)一喜〔(。一。)二+(b+a)〕.
乙

证明了为从I到{x: a<x<歼上的一连续变换.因此，由定理4.2，后者

那个集合是连通的.

(b)对每个aER，定义从R到La=  {x: x < a}上的一连续变换fa，由此而

证明L。是连通的.

(。)考虑所剩下的区间类型，完成定理4.3的证明.(提示:利用习题

4于其中某些情况.)

6.令f : R -4R为一连续变换，并令a, b和:为三个实数使得

f (a)<:<f (b)

证明存在一。ER使得a<c<b并且f (c) =r.简单地说:f遍历了它的

任意两个值之间的所有的值.

7. (a)令A与B为拓扑空间X中的两个非空开集合，使得共中任一个不是
另一个的子集.证明A--B与B-A为分离的.

(b)把(a)中的“开”换以“闭”，证明同样的结果.

8，在第8-3节习题21中的拓扑空间中，下列哪些集合是连通的Y

(a) A={(xi，x2):x2十x2蕊1}，

(b)B=={(xl，x2):2<x1+x2<4}，

(c)C==A已B,

(d) D -= A U{(XI,  x2):(二;一4)1+(X2一4)1<119

(e)E==A (J左(XI，x2):(x:一4)“+(x2+4)2<1}.

9.复习前面课文中那些我们要求一个集合为“全在一小片中”的部分.(参

看pp.56, 57, 65, 67, 80)

158.



8-5紧致集

拓扑空间X的子集合族}- {F:FE,7}称为集合A=X的一

个复盖，当且仅当

Ac U {F:FEF}.

一个复盖称作开复盖，当且仅当此族中的每一集合皆为开的.复

盖萝的一个子复盖是族萝的一个子族，它也是(某个集合A的)

一个复盖.例如，若A为一距离空间X的一个子集，X中的所有开

球的族0为A的一开复盖;它的中心在A内半径为1的所有开球

的族乃是0的一个子复盖.

我们把这些术语用来定义紧致性.拓扑空间X中的一集合A

为“紧致”，当且仅当A的每一开复盖都具有一个有限的子复盖.显

然，在任一拓扑空间中，任一有限集合

A={a,，a2，⋯，an}cx

必为紧致.因为:若W = 4u: MEW}为A的一开复盖，并且lci

<n，我们可以选取一元素UiEw，使得aiEUi，则U1, U2, "', U。所

组成的族为w的一个有限子复盖.

距离空间R不是紧致，因为如果我们设

1
n一—<x<n-t-

4
X

了
几
、
才
、
口
‘
、

一一
扎I

则

w二{In:n=⋯，一1, 0, 1,⋯}

为R的一开复盖，而它没有任何有限子复盖.在考虑其它例子之

前，我们将讨论紧致性的某些结论.

集合族S;F称为具有“有限交性质”，当且仅当多的每一有限

子族皆具有非空的交集.定理5.1使用有限交性质刻划了紧致空

介乃.

定理5.1一拓扑空间X为紧致的，当且仅当在尹为具有有
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限交性质的一族闭集合时，则，中所有的集合的交n }F:FE7}

不是空集合.

证明:假设x不是紧致的，则存在一组x的开复盖lw;它没

有有限子复盖.设资二4F: FEW}; S;P为一族闭集合.若{Fil

F29 .."9 Fn}为夕的任一有限子族，则集合族

哪，=1 7'i，F盛，⋯，F二}

为lw的一有限子族.因为WI不是x的一个复盖，所以存在一点

XEX，使得

x聋F:，(2=1，2,⋯，。)，

显然，

xC-F1 n F2 n⋯n F.,

因而资具有有限交性质.因为w为x的一个复盖，故每一点

xE X必包含于某一UEW内，因而结果是x在U'E5.由此，x的任

一点皆不同时包含于所有的集合FED,

n {F:FEa }=必.

现在假设x为紧致的，并令多为一族闭集合，使得

n {F:FE5;i}}=必，

则

w二{u:u'Eg;r}

为x的一个开复盖，并且因为x是紧致的，故存在一个有限子复盖

1U1，U2，⋯，Un }.设

.X

沁
一
一

儿
、
.
产

，
r
l

.
。
J
l

;
口
，
‘

.
了
万
、
﹃

乳
U
·
、

F‘二酬(2二1,

(0尸i一甲(烈’-
由此，门F‘一0.因此，没有有限交性质.《

z
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定理5.1的命题通常用来证明某些有关存在性的定理.假设

欠是紧致的，而我们想证明，存在某一点XEX满足给定的无限多

个条件.就是说，我们想证明，这些条件是一致的(不相矛盾的).

如果对这些条件的每一个，由满足这个条件的点所组成的集合为

闭的，并且如果这些条件中的任何一组有限个条件皆为一致的，则

定理5. 1断言了存在一点，它满足所有的这些条件.

在一距离空间的一紧致子集中，正如下面定理所指出的，点列

的收敛性有些很好的结果.

定理5.2若A为距离空间X中的一紧致子集，而且(xn)为A

中的一点列，则(xn)的某个子列收敛至A中的某一点.

证明:由第8-2节习题19C可知，我们只需证明存在一点

xoEA，使得(xn)为频繁位于包含x0的每一开集合之中.此用反证

法来证明.假设不存在这种点二。;则对每一点xEA，存在一包含x

的开集合Ux，使得U;仅包含点列(xn)中的有限个点.集合族

哪=笼Ux:x任A}

为紧致集合A的一个开复盖，因此存在一有限子复盖，称作{U1,

U29⋯，um I.因为在这个有限子复盖中的每一集合皆只包含点列

(xn)中的有限个项，所以点列(x,2)仅有有限个项在并集

Ul UU2U⋯U u,m

之中.但这是荒谬的.因为(xn)在A中，而A是这个并集的

子集.《

定理5.2给出了“紧致”这一术语的直观意义.这个术语应该

理解为:集合的所有的点以某种方式“紧密地挤在一起”.定理5.2

还断言，每一点列皆有一收敛的子列;就是说，某一子列的所有的

项“接近”于某一点，因而结果是各个项彼此非常接近.定理5.2

的叙述乃一种蕴涵关系，而不是一种等价关系.若A为一距离空

间的一子集，使得A中的每一点列皆有一子列收敛至A中一点，则
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A为紧致的.这一命题为真〔证明请参看Hall, Dick Wick,
Spencer的书<<Elementary Topology>>定理4.16, P. 109].

紧致性的概念是一个拓扑性质.事实上，正与连通性一样，甚
至在比同胚映射更为一般的变换的作用下，紧致性仍然存在.

定理5.3令x与Y为两拓扑空间;令f: X-->Y为一连续变
换，并令1i为11中的一紧致子集;则J ` 1)为V的一紧致子集.

证明:如果r= iv: VEr}为f (A)的任一开复盖，则
Iw二{.f-1(V):VEr}

为A的一开复盖.因为A是紧致的，故存在w的一个有限复盖

{.f一’(Vi):2=1，2，⋯，、}.
由此可推出

{VE:i1，2，⋯，n}

复盖着.f (A)，而它是1Y的一个子复盖.《

我们已经知道距离空间R不是紧致的.然而，存在一些重要
的R的紧致子集.

定理5.4在空间R中，集合

I二{x:0《x《1}

是紧致的.

证明:令Iw二{U : UEW}为I的一个开复盖;我们将证明I?/

具有一有限子复盖.我们的想法是:从0开始，看看用I&中的有

限个集合可以向1前进多远.如果我们能到达1，那么我们的目

的就达到了.对每一b EI，设

Ib=4x:0《x《b}，

并且定义

B = {b : bEI，而且哪中的某些有限个集合的复盖Ib}9

显然，0任尽没有任一负数在B中(因为负数皆不在I中);而且，若

cEB且Orb<c，则bC-B.由此B是一个区间.令实数r为B的
.1‘2·



左端点(必存在一个右边的端点，因为BC刀;我们要证明，二1.若
不然，令U。为q}的一元素，使得:CUo.(图

b与。使得b<r<c.则bEB，因此存在w0
{U1，U2，⋯，Uni Uo}

它复盖几.但是因而有

省Ul，U}.⋯，U二，Unv}

复盖Ic.这与:为B的右边端

点的定义相矛盾.由此，;二1.

至此，我们已经证明了B为以

5.1)在U。中选取两点

的一个有限的子族.
小丫。汉.:::个::·.二价卜:.丫一气.一月

一.一::-丫一:::::拼·:::一扮分价份份、一、
一片寸分廿扮廿分份仲汾份州份分份于，‘价污

汉一:一三一;一、一.._一互一介一、一流一、一丈一幸
图5.

0与1为端点的一个区间，并且

OEB.这样剩下两种可能性:或则是

B1= {x:Ocxc 1}或贝I!是B2二{x:Ocxcl}

如同上面所述，可看出B不可能为B2.因为，如果对不论怎样的

bEB2,W对I。有着有限的子复盖，则再附上2L的另一个集合我们

即可得到I本身的一个有限复盖.由此可得B=B,，因此定理得
证.《

B的紧致子集在习题5中进一步讨论.

令X与Y为距离空间，并且X为紧致的.在这种情况下，一个

连续变换f : X --> Y通常满足多少比连续性更强的条件.回忆一

一卜, f为连续的，当且仅当对每一。>0，以及每一XO(EY，存在一

&> 0，使得若x为6一邻近于xo，则f(劝为。一邻近于.f (xo).我

们已经知道(第7章中的例3.5)，在一般情况下，6可能依x。与￡

而定‘如果X为紧致的，6可以被选取为只依￡而定，而这个6的

同一个值将满足所有的点XOE Y.我们将在

X二I二{x:0<x<,1}

这一特殊情况下证明这个定理.

定理5.5令Y为一距离空间，并令f:X->y为一连续变换，
则对任一e>0存在一&>0，使得若a与b为I的点，并且{a一酬

·Y石多·



c6，则f (a)与f (b)互为。一邻近.

证明:令。}> 0为给定的.因为I为连续的，所以对每一XEI,

可以找出一开球B二一B (x;，二)，使得f (Bx)的每一点皆为冬一邻近
一r一’“一’一一’一’‘一‘、/“’一”‘“、一“n‘，‘..’曰“2”-一

于f劝.集合族

0=福Bx:x任I}

乃是紧致集合I的一个开复盖.选取一个有限子复盖

'01二{Bxi : 2二1, 2,⋯，n}

现在(习题6)选取&> 0，使得若a与b为I中的点并且!a-酬<6,

则存在

Bxi(2=1，2,⋯，n)

中的某一集合包含a与b.若a与b为I的任意点，并且}a-酬

<a，选取x使得a与b同时在Bx‘中，并且以e表示Y中的距离

函数.我们可得

e (f (a)，f(b))《。(.f (a)，f (x'))+。(.f (x,)，r(b))簇牛+喜一。，
一2‘2

这就是我们所要的结论.《

习题

1. (a)证明在例3. 1的空间里，每一子集皆为紧致的.

(b)证明在例3.2的空间里，每一子集皆为紧致的.

(c)例3.4的空间中，叨环些子集是紧致的?

2.令X为一拓扑空间，并令A为X的一子集.证明A为紧致的，充要条

件是:每当OF为一族闭集合使得9的每一有限个集合的交皆与A相交，

贝11，的所有的集合的交与A相交.

3. (a)证明在一距离空间里，每一紧致集合皆为闭的.

(b)举一例，要求某一集合A为一拓扑空间的紧致子集而A并不是

闭的.

4.证明紧致集合的闭子集是紧致的.
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(司证明距离空间R的每一紧致子集皆为闭的而且是有界的.

(b)令a与b为R中任意一点，证明{x : a}x<好为紧致的.

(。)证明R的一子集A为紧致的，当且仅当A为闭的而且是有界的.

令I = {x: 0〔  x<1}为距离空间R的一子集，并令

另;={B(二‘，，‘):i二   1，2,⋯，n}

为I的一个复盖，它包含有限个开球.证明存在一&> 0使得若a与b

为1中的点，并且{u-u!<v，则存在开球

B (xi; ri)(i=1，2,⋯，n)

中的某一开球包含a与b,

在Y=R，且f : I --4Y定义为

f(二)二(4x一1) 2

的情况下，检验定理5.5的结果.给定:>0，找出6>0的值，使得定理

里的条件被满足.

8-6完备集

完备性这一概念(定义在下面)可使用于距离空间，但不是所

有的拓扑空间中都能使用它.因此，在本节里，所有我们讨论的空

间都是距离空间.在定义完备性时需要用到点列的某一特性.

距离空间X中的一点列(xn)称作一个“科犀”点列，当且仅当

给定任一。>0，存在一个正整数no，使得点列中超出第n。项的任

意两点互为。一邻近.以d作为X中的距离函数，我们可以把这个

定义里在“使得”二字之后的要求叙述如下:若n>no，且m>no，则

d (x., x.) <e.此定义的概念是这样的，若。>0，则点列的最后的点

互为。一邻近.一距离空间为完备的，当且仅当X中每一科犀点列

皆收敛至..X中某一点.一子集ACX为完备的，当且仅当A中的

每一科犀点列皆收敛至A中一点.

1令X = { x : x>叶为所有正实数的集合，并定义

d (x, y)=}二一y}.

则(xrc)为一科犀点列.但是X中不存在任何、一点为此:
声

6
.
1
一
肠

例
=

介几又
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点列所收敛到的点.因此X不是完备的.

例6,2令X为任一集合，并且对任意二EX, YEX，定义

d (x, 9 )=
0，当x=Yl

1，当x手Y}

则X为一距离空间.如果(xn)为X中之一科犀点列，则点列最终

要使点列的任意两点互为粤一邻近.但是，x中两点互为喜一令。近，
一一z一”一”一‘一‘”’‘’”一/‘2”-一，

当且仅当它们为同一点.由此，X中每一科犀点列必须终归位于某
一单元集中.显然，这样的点列一定收敛.因而空间X为完备的.

直观地说，某些事物，若“无一应存在之物遗失”时，则它就是
完备的.一完备空间的定义要求，对每个点列，如果它的点适当地
互相邻近，则必存在此空间中的一点，使得此点列收敛到此点上.
这对“无一应存在之点遗失”是一个十分合理的解释.

例6.1指出一个科犀点列可能不收敛.下面的定理阐述一个
收敛点列必须是一个科犀点列.

定理6.1在距离空间X中，若点列(xn)收敛至x，则(xn)为
一科犀点列.

证明:令8>0

球”一BCx;音)中.
为给定的.因为xn->x，此点列必终归位于开

注意B中的任意两点必互为。一邻近.此证

完成.《

定理6,2一距离空间的紧致子集必是完备的.

证明:设A为距离空间X的一个紧致子集，并令(xn)为A中

的一个科犀点列.由定理5. 2, (x.)的某一子列收敛至A中的某
一点，而这就蕴涵着(xn)收敛至同一点(习题4),《

例6.3距离空间R乃是完备的，但不是紧致的.我们在第

g-5右里已经知道R不是紧致的，所以这里只须证明R为完备的.

令(xn)为R中的一个科犀点列，并取。=1.由科犀条件可知，存在



一正整数no，使得对任意n}>no, x二必1一邻近于xn o.设
I=4x: xno-1 <x<xno-P 1}

则I为R的一个紧致子集(第8-5节习题5c)，并且，由定理

6.2可知，I是完备的.而科犀点列(xno, xn+1}⋯)乃是在I中.因

此这一点列的某一子列收敛至I中的某一点.所要的结果也就得
出了.

我们曾经看到连通性与紧致性皆在连续变换作用下保存不

变.这对完备性并不为真.事实上，正如下面例子所指出的，完备
性甚至也不是一个拓扑概念.

例6, 4令R为实数集合的距离空间，并令
I={x:一l}x}l}，

并且I中的距离定义为

d(二，y) = I x一yl，

则R为完备的(例6.3).但I不是完备的，因为点列(1一1/n)为I
中的一科犀点列，它不收敛至I中的点.但是，如果变换f :R->I
定义为

f(二)==
劣

}二I+1，

则f是一个同胚映射(习题5).由此，R与I是拓扑等价空间，其
中一个是完备的，而另一个不是完备的.由此可得完备性并不是
一种拓扑性质.

我们有许多关于完备空间的重要定理.R的完备性可判定存
在一实数作为点列

(1。4，1.41，1.412，⋯)

的极限.如果定义这一点列的第n项为其分母是10n，而此项平
方小一千2的最大有理数，则很容易证明，这一点列的极限之平方必
为2，再者，丫丁不是有理数.由此R的完备性蕴涵了无理数的
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存在性.事实上，从有理数建造实数的一种标准方法是利用一种称

为科犀点列的完备化的程序进行的.但我们在这里不去讨论它.

习题

在距离空间R中，下列点列(Xn)中哪些是科犀点列?对每一科犀点列，

求出它所收敛到的那一点.

(a)  x,,==1/n,                       ( f)xn=n‘0/二!，

(b)  xn =(一1)n(1/n),                (9) x，二n/(n+1),

(c) xn =1一1(一1) n (1 /n) ,        (h) x。二n'/(n+1),

(d) x、二(一1)n(1一1/n),             (i) xn=n/ (n2+1),

(e)xn==，，(J)xn=sin。·

下列R的子集中，哪些是完备的?

(a)由所有有理数所组成的集合，

(b)由所有无理数所组成的集合，

(c)I二{x:。Cx< 1}，

(d) N ={1，2, 3,⋯}，

(e)T=={2}，

(f)空集合9S

(a)证明一完备空间的每一闭子集皆为完备的.

(b)证明距离空间的每一完备子集皆为闭的.

证明若(xn)为距离空间X中的一科犀点列，并且如果(xn)的某一子列收

敛至一点xEX，则点列(xn)收敛至x,

证明例6.4中的变换f : R --4I为一同胚映射.

定义x，为其分母为ion，而此项平方小于2的最大有理数.

(a)证明(xn)为科犀点列.

(b)证明科犀点列(xn)所收敛到的那一点x满足方程式x2-2
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