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本书是根据作者在南京大学讲授“天体力学”课程30余年的
教材，不断修改编辑而成，现在是天文系的专业基础课内容。成稿
后又经过两届学生使用，出版前又进行了修订。

天体力学是一门老学科，是天文学的一个分支，但又同数学和
力学(现为一般力学)的关系密切。从历史上看，天体力学与数学
和力学同步发展，相互促进;现代天体力学又同计算机科学、航天
科学和某些理论物理学(特别是引力物理学)以及一些地球科学
(如大地测量学、古地质学和气象学等)联系在一起，建立了一些共
同研究领域。

本书虽是天体力学的一本入门教材，但尽可能反映出现代天
体力学的面貌。与过去的教材比较，加深了基础理论，增加了重大问
题的最新情况介绍;为读者进一步学习和研究专门课题打下基础。

全书分为七章。第一章绪论是介绍天体力学的历史和现状;
第二章讲述万有引力定律和天体力学的最基本课题—二体问
题;第三章讲天体力学的一个重要基础理论—正则变换，其中包
含现代新成果;第四章和第五章讲述天体力学的传统基础理论
—摄动理论，包括运动方程建立和分析解法过程，并应用于讨论
太阳系稳定性问题;第六章讲述三体问题的基础知识，并介绍有用
的一些特殊三体问题;第七章讲述天体力学中应用广泛的分支
—天体的形状和自转理论，其中章动理论讲述现代采用的结
果，即日木木下宙的刚体地球自转理论和莫洛金斯基
(QS. M. M.lodensky )以及瓦尔(J,M, Wahr)的非刚性改正方法。



每章末附有习题。

阅读本书需要有微分方程、理论力学、线性代数、球面天文d %R

及氛变函数方面的基础知识和技能。本书可作为天文学、引方物

理学、天文大地测量学、航天轨道设计与跟踪等专业的大学生教材

和上述学科工作者的参考书。

在这次定稿过程中，参考了黄天衣和夏一飞同志有关岁差和

章动理论的手稿，使得本书第七章内容更完整，特此致谢!

易月只华

1992年·2月于南京大学
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第一章绪论

第一节天体力学是天文学的一个分支

天体力学是研究天体的运动和形状的学科。天体力学中所指
的天体范围是在不断发展，牛顿时代是局限在地，月和金木水火土
五大行星;1 9世纪增加了太阳系中的大量小行星，天然卫星，彗星
等小天体;现代天体力学中又增加了大量人造天体以及各级恒星
系统。

但是天休力学中只研究天体的一个方面，即运动和形状。所

谓运动是指力学运动(即机械运动)，包括天体质心在空间的移动
以及天体绕其质心的转动(自转)。形状包括内部密度分布结构，
对非刚性天体而言，与自转有密切关系。现代力学已证明，天体的
空间移动同转功之间有相互影响，对很多类型天体已不能忽视。

讨论天仆的力学运动，要用到力学理论。影响天体运动的力

主要是引力，包括天体之间的相互引力和天体内部各质点的自引

力。人们对引力的认识和相应的理论在不断发展。三百年以来，都
是用牛顿力学(包括运动三大定律和万有引力定律以及时空观点)
作为研究天体运动的基础，因而称天体力学为牛顿力学的一部份。

根多书中直接在天体力学定义中写明是用牛顿力学研究天体的运
动。现在已证明牛顿力学在天体运动研究中有偏差，但多数课题

在牛顿力学精度下已能解决，故天体力学目前仍以牛顿力学为基

础。对于少数高精度课题，现用爱因斯坦广义相对论或其他新引



力理论的一阶近似方法，改进牛顿力学的结果。这个领域称为后
牛顿天体力学，属于相对论天体物理学。较严格地在相对论框架

下建立天体的运动理论，现称为相对论天体力学，还在进行中，尚
未成熟，只作为天文学和引力物理学的一个共同研究领域。

天体的运动和形状的课题中，除少量研究平衡形状课题以静

力学为主外，绝大多数都是、研究动力学课题。研究对象又逐渐牵
涉到天文学中的几乎所有天体，故有的国家称为“动力天文学”(如
美国)。

天体力学是基础科学天文学的一个老分支，为二级基础学科，

但有较广泛的应用。现代天体力学除传统的编历并用于航海航空

外，人造天体的运动已成为航天科学，大地测量学的重要组成部
份，大量应用于军事和经济建设。

第二节天体力学的诞生和奠基

在牛顿以前，天文学主要研究天体在星空中的视位置和视运
动规律，是经典的天体测量学领域。长期对大行星的视运动研究，
肯定了行星和地球是在绕太阳运动。开普勒(J . Kepler , 15'71
1630)提出的行星运动三大定律，是对行星运动很准确的描述。但
是为什么行星要这样绕太阳运动，当时只有一些猜想。

另外，中世纪结束后出现了力学萌芽。达·芬奇(Leo-nardo
da Vinci,1452--1519)在机械研究中肯定了力的存在，伽里略
(G. G alileo,1564一  1642)在自由落体及其他试验中提出了力学的
一些基本量又如速度，加速度，动量等)以及一些重要实验结果，为
力学正式诞生创造了条件。惠更斯(C. Huygens,1629--1695)更
进一步研究了曲线运动，特别在圆周运动研究中发现了离心力，并
给出了表达公式，为万有引力定律的发现作出贡献。



17世纪中已有不少人在牛顿以前把力学概念与行星运动联

系起来。开普勒在《火星论》中就提出“两个孤立物休要彼此相向

运劝，像两块磁铁相互结合一样，⋯⋯;地球潮汐是月球引力造成

，二”。笛卡尔(R,Decarte8,1596一  1650)提出微粒旋涡论，太阳在

大旋涡中心，带动行星绕太阳转。胡克(R , Hooke, 1635-1703)

认为在行星轨道上的运动是抛出它的原始力与太阳引力组合的结

果。这样历史条件下，万有引力定律和天体力学的出现成为必
，然。

牛顿(T. Ne vvton,1642-1727)完成这个历史任务。他在1666

年回乡躲避瘟疫时，就对引力认真研究，并得到了行星在圆轨道

上所受太阳的引力和运动的离心力平衡时，引力大小应与距离的

一平方成反比。他在具体研究中用了开普勒三定律，因而就解释了

‘行星绕太阳按此三定律运动的原因。但是有两个问题未解决:一

个是行星轨道不是圆而是椭圆;二是天体不是质点，有一定形状大

小，当时地球半径尚未测准，对月球运动解释尚有较大偏差。故

牛顿没有公布结果，直到1685年，牛顿用更新的数学力学方法证

!明了椭圆运动也符合反平方引力定律;球对称密度分布的物体的

引力与质量集中于质心的质点引力相同。同时用更准的地球半径

位更好地解释了月球运动。在惠更斯鼓励下，并在哈雷(E,Halley,,
1656-1742)资助下，于1687年出版了历史性名著《自然哲学的数
学原理》。牛顿力学正式诞生，用它来研穷天体运动和形状的天体
力学也同时诞生。

低r}i牛顿并没有提出天体力学这个学科名称。他局限在二体
问题范围内研究出圆锥曲线的普遍轨道，并用于解释行星和彗星
的运动;从地球的自转肯定了扁球体形状;从月球轨道不是固定椭
圆而萌发了摄动的概念。这些内容已标志着天文学己从过去只研
究天体的视运动而深入到研究真运动。这是天文学发展史中的第
一次巨大飞跃。



《自然哲学的数学原理》小版后的50年内，天体运动的研究进

展不大，这与数学和力学的发展有关。另外，这部里程碑价值a伟

大著作中的观点和理论，真正被人们接受是需要一段时间。随着

数学分析和力学的迅速发展，天体力学也加速了奠基过程。
18世纪中叶到19世纪初是天体力学的奠基时期，奠基者们

都是当时的数学分析和分析力学的开拓者。主要代表为欧拉
(L,Euler,1707-1783)，克莱洛(A. C , Clairau七，1713-1.765)，达

朗贝尔(J.D'Alembert,17-17-1783)，拉格朗日(J . L . Lagrange,
1736-1813)和拉普拉斯(P , S . Laplace, 1749-1827).最后由拉

普拉斯集其大成，建立了经典天体力学的主要内容—摄动理r论，

并对当时已发现的各类天体分别建立了运动理论和历表。精度符
合当时的观测水平。

拉普拉斯在1798年出版的一本著作中，第一次提出了天体力

学这个学科名称。他在书中写道:“用万有引力定律研究太阳.系及

宇宙里类似系统中的固体和流体的平衡和运动理论，组成了天体

力学”。他在1799-1825年出版的历史性巨著“天体力学
(Mecanique Celeste)"，共五卷16册，就是经典天体力学的代表

作。到此为止，天体力学才正式建成，不久由勒威耶(U.Lwerrier,
1811--1877)用天体力学理论计算预言而发现了海王星，表明这个

学科已初步成熟，成为当时天文学的主流。

第三节19世纪后半叶的新发展

到19世纪后半，有三个因素促支天文学形成发展高潮。首先是
照相和分光方法用于天文观测，使天文学不仅能研究天体的力学
运动，并能研究天体的物理本质，诞生了新分支天体物理学，是天
文学发展史中的第二次飞跃;天体运动的有些资料，可用物A'方法



获得。其次是发现了大量小行星，彗星和卫星，传统摄动理论不大
适用，妥求改进研究方法。还有航海和大地测量精度要求提高，需
要更准确的历表。在大批数学和力学名家参加下，天体力学发叹
也形成高潮。

这次高潮从19世纪中到20世纪初。主要代表人物有德洛内

(O-E. Delaunay，18116一i_87;1)，汉森(P, A. Ha-risen, 1795---
187 4),希耳(G. W. Hill, ~_838----1g14)，纽康((S.Newcomb, 1835

、-1909)和邦加雷(FI. Poineare,1854一  1912)。内容主要有:

1.建立了适用于各种天体，精度更高的摄动新方法。由于观
测精度提高和太阳系大量小天体的发现，传统的拉格朗日一拉普拉

斯一勒威耶摄动方法已不适应要求。针对月球和小行星运动，出现

一了很多不同的摄动方法。其中有代表性而且至今仍有生命力的为
下面三种:

①德洛内的正则变换方法。这是以当时新发展的分析力学

为基础，德洛内用一系列正则变换来解天体运动的正则方程组。进

行一次变换，相应的解就精确一步。这种方法不仅是天体力学中
能用，而且成为正则方程组的一种原则解法。到19世纪末和2l)

世纪中耳得到后人继续发展，在人造卫星运动中取得了巨大成功。
②汉森的坐标摄动方法。在他提出的理想坐标基础上，把问

题化为求三个摄动量。并在摄动函数展开过程中采用调和分析方

法，使得求解精度提高。当时提出后在月球和小行星运动中都比
较成功，受到普遍重视。20世纪以来又在继续发展。

③希耳的中间轨道方法。希耳在月球运动的简化模型中得
到一种周期轨道，在它基础上再加摄动改进，得到月球运动较好的

解。所用的周期轨道称为中间轨道，并公认这种方法为一种普遍

的中间轨道方法，后来有不少人采用。希耳的月球运动理论后经

布朗(}.W,Brown, 1866--1938)改进和实用化成为国际上通用
的月球历表依据，一直使用到1984年。



2.建立了历书天文学。纽康在担任美国海军天文台领导人

以后，致力于提高历书精度。通过改进摄动方法，建立大行星和月

球的运动理论以及相应的运动表(其中木星和土星的运动由希耳

完成，月球运动用希耳一布朗方法);并根据全世界的观测资料改进

有关常数，并提出天文常数系统和相应的参考系。这就形成了天

体力学和天体测量学的共同分支，历书天文学，在理论和应用_L都

有重大贡献。

3.开创了天体力学定性理论。以邦加雷和李亚普诺夫

(.A.,M. AsgnyHOS,1857一  1918)创立的数学定性理论为基础，用于

天体运动和形状课题，就开创了一个新分支，天体力学定性理论。

当时包含内容有:

①天体自转(流体)时的平衡形状及其稳定性。邦加雷得到

一些新的平衡形状，由李亚普诺夫研究了稳定性。

②天体运动的周期轨道及其稳定性研究。这也是由庞卡莱

创立，后达尔文(G. H. Darwin ,18 45 -1912)等发展而形成一个活

跃领域。

③天体运动的稳定性和终结轨道的研究。这是讨论时间趋

于无穷后，.运动和轨道的性质。

定性理论出现是天体力学发展史中的重大突破，这就形成了

与传统天体力学以摄动理论(分析方法)不同的研究方向。

4.形成了天体力学数值方法。用数值方法解天体运动的微

分方程，在19世纪初期就已出现，但未受到重视。20世纪初期，

由科威耳(P . H , Cowell , 1870-1949)和克洛梅林(A.C,

Crommelili,1865--1939)创立的数值方法，用于研究哈雷彗星的

运动，并准确预报了此彗星的回归。因此受到重视而形成天体力

学的一个分支，与传统分析方法以及新建立的定性方法并列为第
三类方法。

这个时期结束时，正好是爱因斯坦(A,Einstein,1879- 1955).



提出广义相对论，也是一种新的引力理论。天文学家们预感到会对
天体运动研究有重大突破。但因观测精度限制和用广义相对论严

格建立天体运动理论上的困难，在相当长一段时间内进展不大。

第四节现代天体力学的主要领域

20世纪50年代开始，有三个因素促使天文学(包括天体力学)
又形成发展新高潮。

一是人造天体的出现，不仅为天体增加了大量新成员，更主要

是用航天技术可探测到研究天体运动和物理本质的更新更精确的

资料。由此可观测到天体各种波段的辐射，在60和70年代有大

量重大发现。这是天文学发展史中的第三次飞跃。对天体力学而

言，研究人造天体的轨道设计和运动理论是一项新任务。为此大

批数学，物理以及工程方面的专家参加进来，形成了研究高潮。通

过人造卫星研究又为天体力学开拓了更广泛的应用，由此建立了

新分支—天文动力学。推动了摄动理论和数值方法迅速发展。

二是快速电子计算机的广泛应用，不仅较好地解决了时间短

的实际问题，还对运动的长时期行为进行数值探索，甚至分析方法

的推导都可用计算机来实现。故可称计算机为天体力学的实验

一室，促进了摄动理论，数值方法同定性理论的进一步发展。

三是观测新技术的出现，提高了天体运动的实测资料精度，反

过来促进理论精度要相应提高。除航天技术外，新技术还有多卜

勒(Doppler)测速，激光测距，甚长基线干涉(VLBI)等，分别比传

统光学定位观测提高1--3量级。原有历表都不符合要求，同时也

扩大了天体力学的应用范围。

按现有的学科内容，天体力学有下列研究领域(一般可称为三
级学科)。



1,摄动理论。这是经典天体力学主要内容，现代天体力学中
有重大发展。它是以二体问题的解作为基本解，把一切使天体偏
离二体问题的因素都称为摄动，并用分析方法讨论天体受到摄y
时的运动方’程的解法。其中包括变量的选择，运动方程的形式，用
分析方法解方程的途径，求积过程以及积分常数的确定和改进等。
少效课题不用二体何题的解作基本解，而采用另外己知轨道(即中
间轨道)，再讨论摄动。还有一些是分析同数值结合的半分析方法，
也在这个领域中。不同类型的天体受摄运动有不同的摄动理论。

2.天体力学定性理论。近30年来有重大发展。60年代的
:IMAM理论提出是重大贡献之一;动力系统的数值方法建立为天体
力学定性理论开拓出新的途径，并有迅速发展;70年代中的三体
问题定性研究，特别是运动区域和拓朴结构也有重大成果。

3.天体力学数值方法。在快速电子计算机广泛用于天体运
动课题后，发展更快。一方面对原有科威耳方法等进行改进，又提
出了很多新计算方法。针对奇点附近情况又有正规化方法。由于
计算时间长，又出现误差传播累积问题和稳定性问题，以及语言系
统问题的研究。

4.天体的形状和自转理论。由于空间探测和人造天体运动
研究的不断改进，对天体形状和自转方面也有大量更准确的资料。
除了地球形状，内部结构及自转理论不断精确外，对行星形状和自
转模型和演化也提到日程。近十年来用天体力学方法对环状天体
和星系形状结构的研究也活跃起来。

5.天文动力学。是人造天体出现以后的新研究领域。按人
造天体类型又分为:

①人造地球卫星动力学。其中分为三段:发射段，轨道航行
段和返航段。轨道航行段以地球引力为主，加上日月引力及大气
阻力等摄动，是纯天体力学课题。发射段和返航段中要加上火箭
飞行动力学。



②月球火箭动力学:内容有各种类型(击中，航测，月球卫星

和软着陆等)轨道的设计，轨道飞行动力学等。也分发射段，飞行

段，着陆或定轨段;其中发射和着陆段以火箭推力为主。

③行星际航行动力学，包括各种类型行星际飞行器的轨道设

计和飞行动力学。类型很多:只到达一个行星附近的飞行器已发

射上百次，也分为发射段，轨道飞行段(主要考虑太阳引力)和进入

目标行星作用范围段;近年发射了能一次探测多个行星的飞行器

(如旅行者]_,2号)，轨道设计很复杂。由于行星际航行时间长，故

除共同考虑节能轨道外，还要考虑缩短时间，而且还有导航问题。

6.历书天文学。60年代后有重大进展。为了提高历表精

度，投入了大量人力。如美国为建立D .L`J历表花费20年，于1982

年完成DE20)/LE200;虽已在1984年国际上采用，但仍在继续

改进。西欧长期建立太阳系天体的分析历表，现在月球的半分析

历表ALE2000已采用，行星历表VSOP 82也实用化。由于精度

高，不仅考虑多体问题和行状摄动，.-.要考虑相对论效应和参考系

问题以及天文常数系统。

7.多体问题。这是天体力学同一般力学和应用数学之间的

共同研究领域，也就是质点组动力学。近20多年来在数值方法和

定性研究上有重大进展。多体数值模拟已广泛用于星系动力学，

三价问题定性研究有突破，都成为活跃领域。另外在限制性问题

上，近年有一新的开拓，把传统的限制性三体问题(二大一小)，推广

到n大k小的n+k体问题，适用于小行星和天然卫星情况。

8.恒星系统动力学。为天体力学和天体物理学的共同研究

领域。对象为双星，聚星，星团，星系。天体力学只讨论动力学，而

且不用统计方法。近20年来数值模拟方法广泛应用后有很大进
展。

9.动力演化。也是天体演化学的一个研究领域。由于很多

天体系统都在相当长时期内是以力学作用为主(如太EFi系及一些



聚星，星团)，动力学演化成为主要课题。也可以把这个领域的课

题分另帕到多体问题，天体力学定性理论以及天体的形状和自转

理论。

10.相对论天体力学。是1972年前苏联勃龙别格(B。人.

Bpymbepr,1933)首先提出，目标是要在广义相对论基础上建

立天体的运动和形状理论。基础理论有相对论质点组动力学和相

对论延伸体动力学，其中除参数化后牛顿多体问题以及高阶后牛

顿二体问题有较好理论外，其他课题还不成熟。联系天体情况的领

域有相对论太阳系动力学和相对论恒星系统动力学，都还在建立

过程中。这也是与相对论天体物理学及引力理论共同的领域。

10一



第二章万有引力定律

和二体问题

第一节万有引力定律的建立和发展

本书仍似牛顿力学为基础，首先是万有引力定律。牛顿的万

有引力定律是力学和天文观测的结合产物。当时根据天文观测对

行星运动的最准确描述是开普勒三大定律，下面我们用力学原理

从开普勒三大定律推导出牛顿万有引力定律。

`1，开普勒三大定律的数学化。用现在的数学语言描述为:

第一定律:行星绕太阳运动的轨道为椭圆，太阳位于椭圆的一

个焦点上。

因椭圆为平面曲线，用极坐标(r,.>表示的轨道方程为

_p

1+e Cos(8一.o)
(2.1)

其中以太阳为极点，B。为极轴到椭圆近点方向的转角，‘为椭圆偏
心率，并有O(e<1,p为椭圆半通径。

第二定律:行星在椭圆轨道上运动时，向径所扫过的面积与经
过的时间成正比。

这意味着行星向径扫过面积变率为常数。用h表示此常数的
两倍，则有

.

r2口=几 (2.2)

其中8二dB/dt，以后都这样表示。
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第二定律:行星绕太阳公转周期平方与行星轨道椭圆半长径

立方成正比。

用T, a表示行星公转(恒星)，周期和轨道椭圆半长径，即有
T“二ka3(2.3)

其中k对所有行星而言是同一常数。

2.牛顿万有引力定律的推导。由于轨道是平面曲线，则可用
一)

极坐标中加速度a在径向和横向分量a,,,a。表达式:

aT二..一，   .r - r02 9。，二上
犷

d，。二、
-二仁厂kr" d)
U杏

(2.4)

按照第二定律(2.2)式，a。二0，表明加速度为径向，即行星所

受到的作用力始终在与太阳的联线上，为有心力。力的大小为
⋯

F=仍a，二m(犷一犷尹)

其中。为行星质量，用(2.2)式及。= 1/r可化为:

尸二一“hlu2 (
d 2u

d02
t2。5)

这是有心力情况下著名的比内(Binet)公式。

再用第一定律(2.1)式代入(2.5)式得:

。mh2_.，mh2   1F二一二竺竺一一u2=一二二竺立一一毛一
p一p     r2

这表示力的大小与行星同太阳距离的平方成反比，负号表示力来

自太阳方向，即为引力。牛顿认为引力大小应与太阳质量万成正

比，故上式记为:

。。Mm

刀二一协不2， .P汀

Ju
...侧如............口....一目.曰 (2.6)

呀就是万有引力常数。但这仅就一个行星运动而言，G是否对所
有行星都是同一常数?

面积常数h可用行星运动一周来求出，行星公转一周需时为

公转周期T,向径扫过面积为整个椭圆面积，旧此有



h二 2汀a2v_一el2
望

代入(2,.6)式得:
，，，2
1i 1.

G二一生兰一
MI

。 3

望2
(2.7 )

共中利用了关系p= a(1一e2)但根据第三定律(2.3)式，a3 /E2对

所有行星而言是同一常数，故G也是一样。

值得注意一点，推导中只说了行星受太阳引力，实际上太阳也

受行星同样大小方向相反的引力，故也有相应运动。用相对运动

讨论时,}2.3)式中的常数Zc同行星质量有关，将在后面说明。

3.万有引力常数问题。牛顿万有引力定律中的常数G已测

定过很多次，现在仍采用地面实验的1973年所定值

G二6.672x 10一“米3·公斤一‘·秒一2二6.672X 10-3c.g.s.

(2.8)

这只有4位有效数字。用天文观测只能定出G与某天体质量乘
积;如设111, E表示太阳和地球的质量,1976年天文常数定为:

G1a!1

G刃

1·32科2348 x 1020米3·秒一“

3.986005 x 10“米3·秒一“
(2.9)

这些量的有效位数很多，但无法单独定准G值。由此太阳和地球

质量也只有4位有效数字。
由(2.8)式知G，故其数值与单位有关。在天文学中常

用下面两种单位:

①讨论行星运动时，以太阳质量为单位，!Tr.AA平太阳日为时间单

位，天文单位(1976年值为1. 49597870 x 10“米)为距离单位;相
应的G记为Ice , k称为高斯(Gauss)常数, 1976年定作定义常数:

无=0.01720209895(2.10)

有时在理论推导中，为简化起见，时间单位取为1/k
(58.182471)平太阳日，相应的G=}.)



②在讨论人造地球卫星运动中，常取地球质量为单位，地球
赤边半径(1976年值为63781.40米)为距离单位，时间单位用秒，
JIIq价  ;二  P2' P ` 1. 23661149 X 10-s;若时间单位改用1/p秒==
80K U95秒，则相应G二10

在相对论天体力学中，取光速，万有引力常数及波耳茨曼

(BolUman)常数为单位。

近年来讨论万有引力常数是否为常数问题，从月球火箭飞行
精确定位以及宇宙学中一些资料表明，G在逐渐减少。按宇宙学
理论为

.

G一
.州，;;一二a.L艾.
廿u

(2.11)

其中H。为宇宙学中的哈勃(.bubble)常数，根据最近的测定值约
0.5x 10+z 。年一‘;。为无量纲参数，可用天文观测定出，近年从天文
资料处理得到的结果列于表2.10

表2.1  G是否为常数的检验

方法

太阳演化

月食，和月掩星

a数值 作者

雷达观测行星和飞行器

激;乞测月

}a!<2

!a1:0.8
“==一(0.6士0.3)
“二一(。.5土0.3)
“=一(2.5土0.7)
!a】<8
!a【<3
!a!<0. 6

Chin，Stothers(1976)
Morrison(1973)
Van Flandern(1978)
Muller(19 78)
Newton(1979)
Shapir x(1971)

Rease n;}e r g(1978)
Williams(19 78)

已有很多种引力理论得到G在变化，但广义相对论还是认为
G是常数。但是所有不同于广义相对论的引力理论，所得结果同
观测资料的差别，最好的也与广义相对论相近。表2.1的值也说
明0在观测极限上。
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4.引力定律的发展。牛顿的万有引力定律出现后在天体力

学的成功，公认为是宇宙的普遍适用定律。1.00年后，拉普拉斯把

万有引力定律扩充为下面四点:

①任何两个质点之间存在引力，大小与质量成正比，与距离

平方成反比;

②任意形状和结构的物体对外一质点的引力，等于物体内各

质点对外面质点引力的合力(向量和);

③引力传播速度为无穷大;

④引力与物体的运动状态无关。

其中前两条为引力定律本身的实用化，③是从当时发现的月

球加速现象归结于引力传播速度有限产生的，并从加速度数值估

计出引力传播速度大于光速的700万倍，可认为是无穷。现在看

来，③、④已不能成立，但反映出拉普拉斯对引力本质的探索。他还

把引力普遍化，认为分子运动，热，光的折射，甚1化学反应都是分

子间的引力结果。

牛顿发现万有引力定律而创立了天体力学，但200年后的天

体力学也发现了万有引力定律的偏差。海王星发现者勒威耶在巴

黎天文台任职后，从多年的观测资料同天体力学理论计算结果比

较中，发现水星近日点进动量不一致，观测值比理论值多38/百年

(1859年)。但他没有怀疑万有引力定律，而认为有可能是水内行
星存在。后纽康根据更准的天文常数值，把这个偏差订正为43 .11
/百年，纽康首先怀疑反平方引力定律，认为定律中的:一2应改为
or-2-e，从水星近日点进动偏差值反推出e=0.0000001574。后又
对其他大行星和月球运动情况讨论，发现各自得到的￡值不同。看
来不是间题关键。

1915年，爱因斯坦提出广义相对论，是引力的一种全新的观

点。认为引力是时空的特性，时空特性由表达它的度规决定，而度

规是爱因斯坦场方程的解。在弱引力场和慢速运动情况下，可用



近似方法解出度规。零阶近似与牛顿力学结果一致，一阶近似就
称为后牛顿近似。表达近似程度阶数的参量为又二艺泞叮/0份，在
太阳系情况中M为太阳质量，。为光速，r为所讨论的检验体到太
阳距离。在水星轨道处的又-10-7，这表示牛顿力学的偏差量级，
与水星近日点进动的偏差一致。故在后牛顿近似下，较完漪粗释
了水星近日点进动间题，成为广义相对论的第一个成功的检验。

60年代中出现了大批新的引力理论和一些实验检验技术，形
成了新学科—引力物理学，加深了对引力本质的研究。但到80
年代初，这些上百种引力理论相继退出历史舞台，只剩下广义相对
论和另外几种新理论在继续发展。

第二节万有引力的位函数

万有引力定律只对质点，但天体中很大一部分不能看作质点，
需要建立各种模型。

1.质点组引力的位函数。在质点组动力学中，有质点组系统
的势能和势函数定义。这里提出的位函数与势函数性J:.相似，但
有两点不同:①量纲不同，位函数对坐标系的梯度代表受力质点
的加速度;而势函数的梯度代表力。②势函数可以是整个质点组
系统共同的量，位函数只能对某一质点而言。

设P为某一质点，质量为“;受到了个质点P‘的万有引力·

彗Tai,r:为PZ的质量和到P点距离向量;在某惯性坐标系中，设
r为P点的位置向量，根据牛顿力学可得P点在P j引力作用下
的加速度为

(2.12)
令
八

仍
一
沼
，

弓
-
，

万
习
时

一>
->N月。，，

，订一、、功1110;，’才
犷二:一》:一一一一一乙一.-.‘‘乙一=一

-}七，Z，
乞‘1    11‘，言

口.

设(x), y) z),(Xi)Vi..za)分别为P和尸。的坐标，有

一16一



犷‘二(x一犷;，梦一/}}艺，    M.    i17一Zi)

容易着出

即

a一(一r.)二一x- xir23
一)

a 1、一r
v飞-----一牙‘-一一一。’一

\戈
(..r.13)

F此可化kL.1n`,G式为:
一)刃

r二V打，口二二一
日,， n

r g
(2.1钓

这里的口是数量，称为加班OYT向量的立通热容易验证，此位函
数V,满足拉普拉斯方程:

‘。^2O'万，护U.a2_。
Ll口=一.目_叫一   n~一卜一万一~下一~十一_  n二V

a}‘口刀‘                       az
(2.15)

2.球对称天体的引力位函数。一些天体的密度分布是或很
接近于球对称，如气壳，近球状天体等。

先考虑均匀球壳情况。设W为均匀球壳，厚度为dr，半径为
r，密度为色设尸点到球壳评
的中心0点距离为.Ro把球壳
看作质点组，并分为无穷多个
环带，都与犷 -A A，每个环
带上的点与P点距离相等。图

2.l中为在且处的一环带，环

上各点到.}'点的距离为，，宽

价‘、”‘、
。了介火之飞·

、、，卜一二二二丁二- __W.-

度为rds,其中d8为宽度对应

的球心角.且处此环带位置由0角确定。

出于质点组对另一质点P引力的位函数

和质量有关，而环带各点与p点距离都是二，

图2.1

(2。:_4)式只同距离

故石‘尹点位函数应

为
，。GJ
CLL1——



d .I}l为环带质量，应为pdrdS，其中dS为环带面积2rl'$sinodoo再

几三角形0且尸关系知
x2二R2+r2一2Rr

xdx二Rr sin .d.

Cos

几;尸声目

比履一子

f入dU式子成为

du二2二G p r d rdx
儿

整个球壳对P点位函数为

U=r x2dU一:二Gp.迎一价dx
Jx1儿Jx1

(2.16)

①若P点在球壳外，xl=R一r,

::
4,Cr2弓PJr
R

x2二R+r，

GM

R
(2.17)

其中M为整个球壳质量。由此可知均匀球壳对外面一质点的引

力与球壳质量集中在中心时情况相同。

②若P点在球壳内，xl-r一R , x2二r + R,

U=47rrGpdr 47rr2pa血G万
r犷

(2.18)

由于在此间题中犷为常量，与P点位置无关，应有DU二0。故有。

均匀球壳对内一质点的引力和为00

③若P点在球壳上时，(2.17),(2.18)式统一，但应记为
。GM
U=-一n一一，瓦=kx, y, z)

工毛

一。。MR
VU=一廿一T4

药甘
(2.19)

可知:均匀球壳对其上一质点的引力位函数为常量，但加速度不为
0，指向球壳中心。

现在推广到球状天体情况，可分为无穷多层均匀球壳，球壳密、

度只与半径r有关，即P=P(灼。又可分为两种情况:



④有限厚度球对称体，如气壳，星系晕等。设外半径为。，内

半径为b，则从(2.17)式对r积分可得它对外一质点引力的位函

数为
。G厂4，__，_、_仔厂a。GM
u=一一T} 1 471r"Nar =一  ,~ f aM二一一;不--o       U，ZU)
八Jb几Jb药

其中d。为半径为犷的均匀球壳质量。可知有限厚度球对称体对

外一质点的引办位函数，与质量集中在中心处的相同。

同理，从(2.18)式对r积分可得它对内部一质点引力的位函

数为:

U=4二可
b

犷pdr
a

(2.21)

此量仍为常量，与P点位置无关，故引力及相应加速度为0。

⑤球对称实体，即.上述情况中b=0。对外一点引力位函数与

质量集中于中心(质心)情况相同，对内一质点(设距中心为R)的

引力，只要考虑r二丑的部份。

3.一般延伸体的引力位函数。具有任意大小形状和内部结

构的连续体称为延伸体，主要区别于质点。它对另一点的引力位

k数.}Ii是每一体积元的位函数的总和，即有
。。盯pdv
v=L了性..—

泌△
(2.22)

其中W为延伸体，d。为体积元，p为此处密度，△为体积元同另一

质点P的距离。若设体积元相对延伸体质心0的位置向量为
一)

犷 二(睿，刃，C)，P相对0的位置向量为R二(W,y,z)，则有:
一)-)

△“==(五一r

=.R2+r2一

)2= (x一匀2+ (y一ig)2+ (z一C>2

2Rr COS 8，C2.23)
-)

口为犷 ，R间交角。若尸J-'!在延伸体外，则容易证明势函数U满
足拉普拉斯方程:

a2U a多U
一二二一一+一二一十

axz                                          ay

a2U_。
一二一下石一一二u。
az&I



第尸点在延伸体内，则相应的U应满足柏松(Pofiss)方程。
a 2U 0a2口

二一分一十一止立一+
cx乙0乙

azLT，一。。
一吮尸飞冲一=一续几}-Tv n
azs

(2.2幻

其宁10为一P点处的密度。

若P ,, F离延伸体较远，即rlR为小量时，可作级数展开:
，
介
‘

-

‘
、
几
，
产

口
仔
︶

SOe
1    11二.产

一二一=-一;;一挂1十一千不万一一
△八、瓦‘

=11 1 + }、 r)  s-PsR     sm1 R(一“，〕‘2·25)
其中PS (Cos的为Cos 8的S阶勒让德尔(Legend-re)多项式，代入
(2,22)式后得

U一G (_ (}' R AdvL.ill+s=:皿r)’   Ps (Cos 8)， pdw.}      R〕
'- Ii    G

一二一十一
丈艺九 霎，皿怜)““·(“。”“’pdv (2.26)

其中R与体积积分无关，可提到积分号外;m为延伸体总质量。上
式中第一项即为总质量集中在质心处对P点引力的位函数，后面
为改正项，视r/R的大小和精度要求而取适当项数。在第七章中
将对地球情况作较详细推导。

4.均匀椭球体的位函数。在天体形状理论及一些特殊天体
(}(_JJT星系)的吸引问题中，常把均匀椭球体作为近似模型。设均匀椭
球体万的表面由方程:

g2v2了2
书土一上口一1t
-n一~.     T-      7 en一一1一—a一一1、
了丫石八山户乙
气刀UV

2.2rj)

所确定9.C-为密度，(含，刃，动为井中任一体积元d”的坐标。先讨论

P t`Ir对内部一点P(x,9,})吸引的位城数，按(2.22)式应为:

U=GeGp半 (2.2S



扣    T二v,.V二一翻“十(9一r, )24-(:一V。

取以尹点为中心的球坐标系，体积元‘。的球坐标妙，价，0)同

言、刀，勃关系为:

、
、
.
w
e
气
r
.
1
.
产

誉一二=r sin 0 cos

ril一y二r sip. 0 ;yin (p

C一:= r cos 0

(2.29)

*, Fl应体积元应为

dv=r2 sin 0 drd od必 (2.30》

U·G2G io0‘丁7rfr0 0‘犷、OdrdBdo
=。《下子sin BdOd(p (2.32)

式中r，应为矿的友面处的相应值，是8,0的函数;但表而上任一

点均直角坐杭要满足方程(2.27)，故有:
(x+r1 s .n 0 cos必)2

a2

二1

(V+r, sin D sin、2
+'V  1-inn一一一一二二一

d`

/。，，。。。。、2
、沁月~，1t.aU乃汀，

十‘‘一一1A-一
C‘

可整理为

}}rl} -,- `' }3r}+C二0 (2.33)

其中
、
、
l
w
e
l
!
。
1
.
、
1
!

sill.Z0

a2
co}12 (p+里竺8 si}.G }+

b乙

二:ill 9<.)v 0
a2

、y sin 6 s竺生
b2

c0QS 2 B

c2

zCO雀B

C2
(2.34)

一
一
一
一

A
B

V二_些
fL 2 +一石、

z2_
一+—一I

e2一

位于尸(二，y， z}i在W的内部，应有0<o;但显然可知A>0,故
(2.33)式有一正根为

犷1二
一B+了B2一且口

A
(2.35)



代入(2-32)式得:

U = _ Gp0{’‘{‘(
乙   J O  JO、

2B2一AC   2B
A2迁2 ,. ,B2 - AC-)sinOdOd6,

因A, c与e,0的象限无关，而B在作变换0”尤一0, 0”  0+，后

反号;故把沪的积分区间((0,27r)分为两个:co,幻，(二，27r)''.成为两

个积分，在上述变换下，含v/B2一AC的部份正好反号消去。同理，

B2中含xy，?jz，zx的项也可消去。最后上式中只剩下B2中含X29

少' z2项及CIA项，以C的式子代入后可整理为:

U==Uo+U 1X2+U2V2+U3 z2(2.36)
而

U。二倒:sin《”半d。
U1一g'o ff sin 8 29(  2 sine 0 COS2Y'2 fe f o       A-a4一1, dodAa.- ,-“

:::G'0                         2}            2 sin- 0 sin2cp 1 )dod2  o sin 8Q        A2 b4        r Ab2Gp sin e 27r  2 C.s2 0          1 )dOdO2  o      o     }--C4        A-G2ff“一
(2.37)

现在先积出沪，按A的表达式(2.34)改为
、
二
.
.
.
.
斤
1
1
e
e
，
/

仙
0

A二M COS20+N sin
2
1
0
‘

5
-
C

O
一

C
-M二

N二

singe

a2

sine 0

b2

(2.38)
Cost 8

+一二丁一一一~~
c乙

再用积分关系:

1:‘doA二1:’声，do而歹        __  27'M COS20 + N sin2(p VMN
2"丽                      doo (M Cost O + N sine 0) a=7r( _11}/MY 1V(·1lNI，
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J
2汀 cos20do .口..

一v1vIN

('‘
JO

(M cost必+N sin'-必)2

sin2 odcp
(M cost 0+N sine 0)2 斌MN

1

M

]
_

N 一
f

式中M, N只是0的函数，代入(2.37)后各U‘是对0的.单积分二

再作变换可化简，以ZT。为例:

un一‘。二{9 sin 0-do
J o VMN

一“一(nit
二zQT尸兀}_

.j 0

abc2 sin 0d0

了(clsin2t'+a2cos20)(c2sin20+b2cos20)

作变换0--,:,..s为:

cos o=
C

斌c2+s
sin 0 d0=

cds

2(c2+S)3/2
(2.40)

代入上式可得:

uo=Gpj-rab
f 00
c!—
Jn八

ds

△
(2.41)

其中

(Pi样可求出:

△=斌(a2+s)(b2+s)(c2+“) (2.42)

(2.43)

、
、
.
，
.
.
!
‘
.
.
.
.
.
.
.
.
.
产

u,=一G夕·ab。00  dsGp7rabcf o (a2+ s)
U2一‘prab 00        dsco (b2+s)A
Us二一G“邝“汀00  dsGplrabcfo (c2+s)0

由此可得:

万一二Gpabcf一(:一一,}2n一下y27 A一一z2a
J0\a`+s              V4+s                                                                    cdu+3

ds

△
1
，八

(2.44)

若p(x,yip幻在w的表面，上式无任何异常，可认为是从内部

逐渐趋于表面，上式形式不变，仍然成立。但要从(2.32)式出发直

一23一



一接证明还有麻烦。

若.}'(二，y, x)在W的外面，可用艾沃里((Ivory)方法将它化为

内部间题，直接引用(2.44)式(具体方法可参看《天体力学》，赵迸

义编著.，易照华修订，上海科技出版社1983年出版)，这里只给出

结果。由于p(x,y,x)在详之外，如W表面仍用(2.27)式表达，

则有
，2。,2，2
:N          It/召、一

一一+.共汁-十一二)1_
介L h2fa乙r一
tv叹产U

可取适当正数”，使得
马2
—一+
+肠

V2
bZ十u

+一—二I
C若+u一

(2.45、

其实在(x, J, z)和a,b,。给定时，上式是，的三次方程，容易判断

它只有一个正根，解出可得。W对P(二，y,z)的位函数为:

u一G。二。bccoo( 1一-,x2n一一-a n一一z2n粤(:.46)
J，‘、a‘一卜s                                                                                                                    b`+s    c}+名1△

.U= 0时，p点在T面上，_上式与(2.44)一致。

第三节二体问题的运动方程和积分

讨论天体在空间运动的动力学模型是多体问题，即牛顿万有

引力下的质点组动力学。其中二体问题已解决，并成为进一步讨

论摄动的基础。三体问题在近20年内有重大进展，将在第六章讲

述。一般多体问题的分析解法，至今仍用摄动方法进行，将在第

四，五章讲。这里先讲二体问题，作为全书基础。

I.运动方程。二体间题是讨论两个质点的孤立系统，在相互

万有引力作用下的运动规律。如太阳同某行k,(或彗星)，行星同

一个卫FA,双星等-,E研究天体空间运动的最简单模型。一
设二体尸。，尸的质量为“。和m，它们的相对位置向量尸。尸“

一24一



沪，

r (x, y; z)，其中(x-P 9 0 Z)相对于惯性标架(无旋转)，则P，
一)

的引力尸，
-)一)

P。受到

F。和加速度a, a。为:
一)

F=一
Gm仍。

一  r3

一)

犷 ，F。二一F,
令气令Gm令
a =. r，a。二一r3 r

由于尸。有加速度
一)

。。。为:

一)

a_
U ，故P相对P。的运动方程应加上惯性力改正

二

-)_犷一)

叮冷犷+·们乞a，，，，”’，一0

之G仍仍。令
，，，UJ‘‘k

二刀二-一一一吮可-一-f
犷.

即得

一》

犷二
户r

r9

此式为.C相对于PO

·，ft二G(mo+M)            C2.47)

的运动方程，它也可用二体在惯性坐标

系中的方程经坐标平移后推出。

9.面积积分0要解运动方程(2.47)，先寻找出积分‘如能求

出含有六个(运动方程阶数)独立积分常数的六个积分，则可解出几。

先用r对(2027)式两边取向量积:
-》

犷x

一>-》

pr一只动
rJ

一一

“
今
犷

可积分为:
.

一》一》一)

rxr=h (2.48)

其中h为常向量，设它在三个坐标轴上的分量为(A, B, G')，则它

们就是积分常数。按分量表示的(2.48)式为运动方程的三个首次
.

一)一)

积先由于rxr是面积速度的两倍，故称(2.48)式为运动方程

的面积积分，实际上是相对运动动量矩守恒的反映。用(2.48)式

可得到一些有用结果。

用r对(2.48)式两边取数量积可得:
一>

0二犷. (rxr)二
一)一)

r h二Am+By+co (2.49)
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此表明p相对p。是在一个通过p。点(原点)的固定平面上运动，
可简化为二维问题。Alp B.0 0的数值可确定此轨道平面同坐标面

的关系。在天体力学中，习惯上用轨道面对坐fr-N面(xy面)的倾
角2和升交点(由:从负增加到正时所经过的交点)经度口表示平

面方位。:

图2.2

同口，落及h的关系。

图2.2中为以尸。为中心

的天球，Pa x，Poy，PO:为
坐标轴;Ar}为轨道面对xy平
面的升交点，S2,感为升交点经
度和轨道倾角;AfBI为轨道面
在天球上截出大圆，Sri为它的

一)一一)一一)

极，h应指向PO C' O PGB‘在运

动方向前距POAr90 0。用球面
三角方法可求出分量A., _ B, C

为了后面统一应用，引入旋转矩阵方法。若xy平面绕“轴逆

时针方向旋转角度8，则任一点的新坐标(}}，以 r， xr)同旧坐标(xt

y,z)的关系为

xr=x cos 0+y sin 8

y，二一x sin 0+y cos 0
召，二么

用向量矩阵符号表示为

劣
夕
么

cos夕

一sin 0

SIn

Cos

8 0

0 0

0    1 !
了
了
1
1
、
、
、

一一

、
、
、
.
月
J
产

扩
叨
砂

了
了
万
叮
!
、
、
、

(2.50)

其中z(0)就叫绕z轴逆时针转8角的旋转矩阵。同理可定义出

绕x轴，Y轴逆时针转0角的旋转矩阵为:
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1
子
、
刀
产

口
口
八
仔
︸
江

1
"
尸
勺

1
叼
叼
-

0
.
s
l
t
以
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cos 8 一sin 0

Y(码二 0

cos口
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cos 0

一sin8
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︵
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甘
n
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了
户
矛
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‘
1
1
生
e
s
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、

一一、
声
口

口户
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弓
1
、
\
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这些矩阵都是正交矩阵，容易证明下面关系:

.x(0)X(价)=x(0+价)=x(势)x(0)

逆矩阵X-1(8) = X(一0) , Y, Z相同

.x(0)Y(价)钾Y(0)X(0)

}‘2·52，

用旋转矩阵可简单求出h在‘yx系中的分量(A,B,C)同A',

.13' , C‘系中分量(0,0,h)的关系为:

1‘二。_，
{·LJ一D) X(一‘，_0二、-
/.h一\

h  sin口sin

h  cos口sin

h  cos 2 )
A
刀
口

/
/
r
l
r
J
!
1
、

厂                  (2.53)

后面要常用到旋转矩阵方法。由此，积分常数AP B,C可用h,Q,
2来代替。

3,轨道积分。由于运动是二维，可取轨道面为二y平面。则
面积积分成为

.

x二h (2.54)

化为极坐标 ix=r cos 8 ，夕二r sin

r2二h

B后为

夕一

.
夕劣

(2.55)

表明P所受的力为有心力。由(2.47)式可得加速度的径向分量为

二，A2_产
，一，以一一一一一二~.

犷名

用(2 .55)式，并令u二1/r，可化为
d2 u

一二，丈下尸，+u二
dd4

A
h2

(2.56)

积分得
1

r
二肠==

p

h盆
〔1+‘COS(6一。)]
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或

扣甲，p，一
·i+e Cos k (7一t))

二: C2.57)

其中e,。为积分常数，可认为0>0o

(2.57)式为二体相对运动的轨道方程，故称为轨道积分，表示

圆锥曲线。。为偏心率，p为半通径，容易看出)=。时，T为极小，

故。为近点处的极角，称为近点角距。

在天体力学中，常用半主径a代替p，关系为

p=。(1一e2.)(2.58)

4.活力积分。在(2-27)式两边对r取数量级得:
.⋯

咔令产令今
r，犷二一一二r一犷，犷

丁，

，二二、d了产、
、;·r)=dt一 k了)d一哪1一2

积分后为
二

。咔今2产。
护二犷’r二一了一+西

(2.59)

其中E为积分常数，。={

可用前面的常数表达。

.

-)

犷}。容易证明， 刀不是新的独立常数;

.

取在近点处的值:犷二可(1十的--a(1一e) .q犷二。;相应的v2 =
.‘.

r2十r2 e2二r2 02二h2114二产对a2 (1一。)2，代入(2.59)式可求出

刀二 n,229_产
.u-一‘‘-.一

r份

即(2.39)式成为。

n12_，d21、
-v一尸I—一—口

一、一犷‘a，
(2.60)

此式为能量守恒的反映，传统称呼为活力(Force Vive)积

分，即动能积分。具有广泛用途，E又可称为能量常数或总能量份

，一、28一



但量纲不同。

5.拉普拉斯积分。用h对(2.47)式两边取一向量积得:

令r了
、
T
犷

户
一
.
r
f
’
.

一
·
兮
犷

一》

hXr二一
It中

一一石一一几义
r-j

一)-)

r)xr…
令
r

今
犷
.
︸P。，今

一’---- I-- I(r
了’甘“

一)

)r]

二一旦一了‘pr }
dt、r

积分后可得:

宁今JU令宫
1J x r二一一-r+_r-

17-
(2.6

.今

其中F为一常向量，它的三个分量(F1,F2,Fs)为积分常数。容易证
明，这三个常数也不是新的独立常数，可用前面出现的常数表达
(见习题)。此式称为拉普拉斯积分，也有很大用途。

.上面一共求出了四种共8个积分，包含有9个积分常数。、但
其中只有5个独立，即A, B, C, e, W;或a, e, 2, Sl, cu。故至少还要有

一个包含新独立常数的积分，才能解出二体问题的运动方程。又
因解应为坐标及速度表为时间的函数，而上面所得积分都不显含
时间协，由此可知必须有显含云的积分。这最后一个含新独立常数
及时间恋的积分要分别情况求出，将在下节讲述。

第四节二体问题的轨道分类，开普勒方程

上面已知二体问题的轨道为圆锥曲线，但圆锥曲线有椭圆(包
括圆)，抛物线，双曲线及退化情况。其中退化情况不讨论，作为特
殊情况处理。下面对前三种分别讨论。

1.椭圆轨道。此时偏心率e< 1，因半通径夕是实际长度永
远为正(为0时为退化情况)，故由.p- all一82)知a>o，能量常数
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.B<Q，从活力积分知沪<2#/几
利用二体问题结果可修正开普勒第三定律。出于椭圆轨道是

周期运动，可用周期T和椭圆面积二}2_ f厂el求出h位:

“二21ra21/ 1 _ e2T
再由关系(2.57)式可得

47ra4( 1一02)
T2 =h2二/rP==pa(j一02)

由此可得

_G(M‘，一仍)
2 47z2

(2.62)
产
一
万

.
一
月
任

一一

一
1
一
2

3
1
1

这就是修正后的开普勒第三定律:椭圆轨道半长径三次方与周jW
平方成正比，但比例常数同所讨论的行星质量有关，即在太阳系中
不是同一常0此差别的原因是开普勒运动定律中认为太阳是固
定不动的;而按牛顿力学，太阳也在行星引力作用下在运动，故相-
对运动中应有所讨论行星质量。

现在来求出最后一个积分。如用r20“  h，利用轨道方程也可

求积，.但不能直接用初等函数表达。现由活力积分出发，也用关，
系r20二h化为

7,2，。，、

v2=r2+r2 02二r”十止牛-==A兰-一止匕、
r乙’、犷Q，

可得

7.2二一P一  r a2e2一(，一山，1
ri:a“

根据(2.62)式，定义平均角速度

nw澳n，则有
1’

7L2a 3==Pr (2.63)
上式可化为

扮  -} 30一



rdr，__:、
ndt二一二牛半/一((2.64)

aVa,“一(犷一。)2·

其中开方时正负号只与P点在轨道上运行方向有关，故取正号不

失一般性。
在椭圆运动中，有Ir-川<ae，故可定义辅助量E如下:

r=a(1一e COs刀)(2.65)

代入(2.44)式得
ndt二(1一。cos .E) dE

积分得

}.一e sin E=nt+Mo= n (t一z)       (2.66)

M。或:为新积分常数，此积分显含时间云，为椭圆运动的一个新积
分。:的意义明确，当E二0时，t二:;而从((2.65)式知，E二0时r

最小，即在近点。故:为P点过近点时刻。
(2.46)式又称为开普勒方程，是开普勒在十七世纪初用几何

方法首先推出。辅助量E称为偏近点角;M二”(t- z)二"t + M。称

为平近点角，因为它是从近点起算随时间均匀变化，而轨道方程中

a-W=.f称为真近点角。这三种近点角在椭圆运动中占有很重要

地位。

真近点角f的几何意义很

明确，是任意时刻t时尸点向
与近点方向的交角(从近令r径

点沿运动方向到r);B也有几
何意义。

图2.3中，0为椭圆中心，

P。为相对静止的一体，在椭圆
焦点上;A为近点，p为云时相

一一争-》

对运动体的位置;pop二v，同

p澳之间的夹角为真近点角fo

图2.3

,OA二 a , 0P。二“;外圆AQ为椭



圆的外捕圆。73 T),.[ 1J垂直于OA,Q为.IMP延线与外辅圆的交点。则
AO Q角就是偏近点角L' u因为从CAD二opo + POD知

一’‘a cos E二ae + r cos f            (2.67)

再从轨道方程可得rco叮二(pro- r) /e，代入上式即化为

r二a (1_ -- e cos E)

这就是偏近点角E的定义。

2.抛物线轨道。此时偏;L、率。二1，而p二a(l一。2)为有限长

度，故必须a-311.00;相应的能量常数为。，即v2二2召 /r此速度”就

称在距离犷处的抛物纹速度。抛物线的轨道方程可简化为:

p

1+cos f
__。_。:f__p
“(V r-, G℃一石一，甘一一n

乙乙
(2.68)

其中f二0一。仍为真近点角。抛物线轨道的新积分可从面积积

分积出。由干
11,20=r2 f=h二.\/Jyp二V 2pq

用(2.68)代入可化为

。e。4sec李df = ldt，卜V 2P，一9/2
G

积分后得

_、__尹.2、__，尹
乙ti9代汁十一不-一‘9--A一二‘l‘一r)
乙0乙

(2.69)

其中:为新的独立积分常数，也是P点经过近点的时刻。(2.69)

式也可称为抛物线情况的开普勒方程。

3.双曲线轨道。此时。>l，因p永远为正，a<0;故常记为

p二a，2p= ai(e一1)., a1-一C->0。能量常数为正，v2 >291T,相应的面积
和活力积分成为:

r2 0二h二'!/' pU 1 (e2一1)
2

r+ 卫一、
al，

} (2.70)2
‘
.
、
、

召一一
2

刃

对应于椭圆运动的(2.69)式成为:
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}1'nld云二
r dtr

..门，二二二二之二二址二==忿二=二二

.,'(a,’+7.) 2一al282
，421=了jua:一slit      (2.71)

定义辅助量F为:
r=al(“cos h尸一1)(2.72)

代入上式可积出:

"1(t一z) = e sin hI'一尸(2.73)

这就是双曲线情况的开普勒方程，其中:是新积分常数，也是P

点过近点时刻。

4.轨道根数。不管哪一种轨道，都是运动方程(2.47)式的

解，都应有六个独立的积分常数，它们同运动的初值一致。在天体

力学中，常选择一组相互独立的六个积分常数，它们的意义明确，

代表了运动轨道的基本量，称为轨道根数。由于绝大多数用二体

问题的天体轨道都是椭圆，现按椭圆情况给出常用的轨道根数:

a，e，i，Q，必，T(2.74)

其中a,e,:的意义已说明;Q,2代表轨道面相对坐标面(xy面)的

指向。天体力学中的坐标面有不同选择:在讨论行星运动中，常取

My面为某固定时刻的日心黄道面(如1900.0或2000.0黄道)，必

轴指向同一历元的春分点;讨论卫星运动中，常取所在行星的赤道

面，。轴指向行星赤道上某固定点。。称为近点角距，一般明确指

升交点到近点的角距，即把极坐标的极轴取为升交点方向。在黄

道或赤道坐标系中，z轴都以向北为正。故升交点是尸点由南向

北穿过My平面时的交点，另一点是降交点。倾角嗯是在升交点

处，xy平面按逆时针旋转到轨道面的角度，故有pC}《  1800当

K9o。时称为顺行，Q>90“时称逆氛

一几双曲线轨道情况一相同，只是用a;二一。代替‘。抛物线为特殊

软道，}= }s故只有五个轨道根数:

p，IQ，嗯，仍，r

轨道根数的任意六个函数(还可以加上其他参数)，只要是相
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互独立的，都可选作轨道根数。

第五节二体问题的解的
常用形式

上面讨论是求出了二体问题运动方程的积分，其中包含了六
个相互独立的积分常数，即轨道根数。只表明这个六阶常微分方
程组(2,47)式是可积的，利用这些积分可以得到解‘但解应表为

.

‘)一)

r _.._ f (ci p t) .  r " g(cot)的形式，才便于在已知t积分常数。，后，
.

求出任何时刻的坐标和速度犷，
.，)

犷。下而以太阳系行星运动为背

景，讨论在日心黄道Ir标系中的解。
1.计算在轨道面上的坐标公式，先讨论椭圆轨道。设尸。为

太阳，用8表示，F为某行星。以S为中心建立直角坐标系S-
}7JC;}轴指向近日点方向，72-4,10-1指向真近点角f=90“处的通径方
I.j , c}}轴指向轨道面法线方向，但使}vc三轴成右手系。若已知任
何时刻t时.P的r, f值，它在此坐标系的坐标为

/拿/r二:f‘

{刀二r sin f:(一2,15)
丫，、‘。/.、C\0  0

从((.2.47)式可得，:

r cos f二a (cos E一e)一一(e2.76)
由此利用戈么45)式可得、一

9"'s11'1 f }. -}- VT2 }� 1,;2 .,}fl 2 f’一土a沁厅几2 sin

但从一A一和笋变化可知:刀在第一，二象限时.,f也是;.E在第三、四

象限时，J也是;反过来也成立。:故sin f与sin刀永远同号，即有
r yin f==’侧1一ex sin .9(2.77)

从这两式及(2.45)式可得‘出B和S的很多关系式。‘这里‘只一列出
一34一



儿个常用结果，证明都很简单:

co: f= Cos丑、1户
‘立一’冶石不硬歹 厂= 斌厂6 2 sin E

”””.1‘。Cos E、‘’一

COs E Cos,了一卜。
1+。Cos f’ 皿华1 __ e2 sin f

1十e, CJ:弓 j

(2.78)

(2.79)

+_f_/万了了、_E
v82~一丫1--e一U},J (2.80)

由这些关系可知，只要知道t时的偏近点角E,r,f,},7I都可
求出。

2.开普勒方程的解法。偏近点角E同时间t的联系是开普
勒方程:

E一。sin刃二"t+M。二M

可用它从给定的云解出E。由于这是代数和超越函数的混合方程，

没有封闭的分一析解。只能用数值解法或级数解。级数解不在这里

介绍‘;数值解法很多，各种解这种类型的计算方法都可应用，如牛

顿法，微分改正法等。这里只说一种常用的迭代法。取El二M，
丑。=M+e sin Ek一1

一直迭代下去，直到‘J ,E，一Ek-1!达到所需精度为止。在e不接近

于l，用计算机可很快算出。但。接近于’.1时，收敛性差，、可改用
其他方法计算。双曲线情况的开普勒方程不能用这种方法，因。>

1,要用其他数值解法。抛物线的开普勒方程可用tg.f/?的三次方
程来解。开普勒方程解法问题，现在还有人在研究。

3o解的常用表达式。现在把P在任一时刻.t时的坐标变换

为日心黄道坐标(x,y,z)o取，xy面为固定历元(现在用2000.0)时

的日心黄道面，x轴指向同一历元的春分点。仍用_-1210 "(' 9。表示行
星轨道相对二.y’面的根数，关系见图2.4，以尽为中心的天球，少‘圆

侣峋为黄道，二为春分点;NAP为行星轨道面在天球上截出的大
rY, },N,A,P为升交点，近日点和t时行星位置方向;S2, (0, f, i在图
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、奴~

图2.4

上已标明。利用旋转矩阵可得关系，
二箕劣、/户、

一)_一了，、

r“、y一Z(一Q)X(一4)Z(一cj)一护
么夏艺

(2.81)

将旋转矩阵化开后可得
令P

一)

T二r cos f
一》

十rsin了Q
一)__七梦

==a (cos E一e) P+avi 1一e2 sin EQ (2.82)
~)-)一)

其中尸，Q为合，
一)

刃方向的单位向量，即
、
、
1
、
!
1
1
1
1
1
了
1

1
1
八
V
八
U

厂
/
了
|
|
|
\
、

、
J
了

口P=Z(一Q)X(一2).}' C-

coy 9 cos w一sin口sin to cos 4

sin 0Cosw+cos Q滋ncocos嗯

sill w sln 2 一 (2.吕3)

了
才
.
口
1
1
1
、
、

一一

了·Z(一Q) X(一‘)Z(一‘)又 一
G}
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一COS口sin‘一91n口。。”“cos堪、
一“1““5i}1+“，口“。““cos z一
cos (v sin 2./

(2.84)

/
了
了
君
1
|
、
、
、

一-

它们为三个轨道根数Q,w,2的函数，是常向量。(2.82)式中除偏

近点角E外，都是常量，而E通过开普勒方程(2.66)式:

E一eSinE=nt+mo

表示为时间t的函数。由开普勒方程可根据轨道根数a(n> } a,

Mo(z)算出任何时刻云时的E值及变率
nan

1一e cos E      r
(2.85)娜一出一一。E

由此可得速度公式:
。2的‘一)n 2,,_一)

W -,I V 'gin E P+W  -/ V斌1一e2 cos EQ
rr

(2.86)-一-

·
兮
r

(2.82), (2.86)式连同开普勒方程(2.66)就是运动方程(2.47)式
.

的)一>

的通解(椭圆情况)形式，即坐标和速度犷，r表示为积分常数

((> e> 4J IQ-, w.Mo)及时间云的函数。

对于抛物线轨道，(2.62)式用f表示，加上

了一李yin，笋、李(1十cos f )富(2.87)
GQ               zq

连同f与君关系(2.49)一起组成解。

对于双曲线轨道，(2.62)式可写为:

=a1(e一cos)

al2n,

~争_-)

hF)尸+ al ,/e2-- l sin hFQ一、
sin hFp十ai`niVe`  i cosh  Q Jr

(2.88)
，..日...泣‘.~~~..~-.么如

r

今
r
·
兮
犷

连同(2.73)式一起组成解。

三种情况可统一写成:

，

今
Qf

“二r cos f
h

一)

P

二_—SIn

+r sin

一)

f尸+
h

p
(‘+cos f )

，冬(2.8。)
QJ

今
r
·
令
r

一37一



.只是.厂同时间云的关系各有不同。对用得最多的椭圆轨道情况，常
用(2.82),(2.86)式及相应的开普勒方程(2.66)式作为解。

第六节星历表基本公式

从数学或力学观点来看，到上节为止已解决二体问题。但从
天文学观点来看还没有。因为还不能同观测比较。

现代天文观测的天体位置和速度的资料形式有很多种。有传
统的星位观测，即测定天体在天球赤道坐标系中的赤经a和赤纬
<5"也有用电磁波的多卜勒(.Doppler)原理测定天体相对观测站的
视向速度大小;还有同雷达或激光直接测出天体同观测站距离等。
但星位，速度和距离之间有联系。下面只给出理论上计算星位的
基本公式，利用二体问题的这些关系，同样可算出速度和距离。

这里仍以行星绕太阳运动为背景，给出计算星位和距离的方
法和公式。

l.计算日心赤道坐标

图2.5

设同一历元的赤道和黄道关

系如图2.5o E为黄赤交角;

X为同一历元的春分点，即

此时黄道对赤道的升交点。

由于此两种坐标系都是’以春

分点为x轴，都从黄道坐标

系到赤道坐标系只用一次旋转x(一。)。

设(XI, yi,zi)为行星相对‘太阳在亡时的赤道直角坐标，故可得:

)叭、、、一x、一}’
},'Il}“人、一c少i，{一2f C卿一“
\气/\么21一叮阻n￡一卜z

38一

sin。}一(2.90)

COS 8 r



‘》

2.计算地心、赤道坐标。设云时太阳的地心赤道坐标为R二

(.. ,Y,Z>. (X2,Y2rz2)为行星的地心赤道直角坐标，(ppap句为相
应的地心距，赤经和赤纬，则从平移关系可得:

一
p coc, a

p sin“

p sin 6

cos CS蓟           x2飞聋        XI+X~

cos c3=Y2二Y1+Y      (2.91)

、z2一巴z1+Z;

其中(x, Y, Z)已载入天文年历，故用上式可算出行星在t时的p，

a，r30

如行星离地球较近，则还要把坐标原点平移到观测站才能更

精确比较。

这里只给口:二体问题理论结果，真正同观测比较时还要作很

多改正。首先是坐标系要完全一致，有平位置和真位置区别和相

应的岁养章动改正;观测为视位置，故有光行差改正;实际行星位

置用二体问题不够要作摄动计算等关于星位的各种改正，可参阅

球面天文学书籍;关于摄动计算方法，正是后几章内容。

第七节初值和轨道根之间的关系

轨道根数是积分常数，同运动方程的初值有直接关系，这里给

出这种关系，仍以椭圆轨道为例，分三种情况的初值进行讨论。

I.某时刻的位置一和速度

六个轨道根数建立对应关系。

一钾~)

r，r。共有六个分量，可用它鲤同
一由轨道根数可算出任何时刻一的r和

了，用(2.8幻、(2.86)及((2.此)式就行了。现在给出从已给某时
刘:，时r ,碌计算轨道根数。气

O

-)一嘴，-)-)

首先从犷，犷可算出丫={叫，_，={犷I;再由活力公式
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。，二。犷鱼一土、
、r仔，

算出“和”。另由
洲卜一)_

r= all一e cos E )，r·r二a7-en sin B

。a二州

e cos .b=一不一1, e sin E==

一)一争

r·犷

a2n
(2.92)

可算出‘时的E和。;并由此算出p l h = },}^t}p。再从开普勒方程
. ' -- e sit% E = n‘十mo_n(‘一r)算出m 0  Y V4公。

从(t2.86)和(t2.86)式可解出p，Q为
cos刃

r

一卜

犷
sin刃，

~爪7171厂一犷
(2.93)

\
、
!
﹄
l
f
l
/

·
今
了

sinE

r斌1一e2

一)

r+
cos刃一e

一甲二二几丈二二吮贾二二

an了 1一e2

一
一
一
一

今
P
今
Q

-争牌)

用尸，Q的已知六个分量
这样就全部算出轨道根数

，容易从((2.83), (2.84)式算出Q, 2, +a

“·人造婴的发射位置和速度。 一般用发射地点的地心位

置为-},r二(:，*，*)，其中*，*为

经纬度

a，沪)，

发射速度为
‘)

r二

其中a为r与犷

(v，-

的交

角，T为贫，亨的平面同发射
点子午面交角，见图2.6的地-
心球面，以发射地点地心距r为

半径。大圆GND为赤道面，住

图2.6

星轨道面，N为升交点，CAN二口;

为格林尼治子午圈在赤道上交

点，故CAD又;大圆.NP为卫
过发射点子午圈为Q(北极)
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-}r"hQ}(南极)，则D1' = SO, NP = o) + f , P点处的子午面和轨道面
.

一>-)

的交角为价(又称方位角)尽为:同犷交角，心为轨道面对赤道面

倾角。首先用关系
.

一~)一》

vpp二h二lrx rl二rv sin a       (2.94)

算出P;用活力积分算出a;用(2.92)式解出E，并用开普勒方程

算出M。或‘

另三个轨道根数可用图2.6中的直角球面三角形NP'D给出

关系:
cos 2==cos

sin(。+f>

(p cos

Sin }P

S1n2

cos(。+f)=e tg 0 ctg 4

sin(2一,)二sin(。+f ) sin 0

(2.94)

、
、
1
.
.
.
.
，
，
.
.
!
!
一
户
了

cos(2一口)
cos(。+f)

cos势

算出2,1o -F ,f和2- Q, .f可由E用((2.60)式算出，Q是由G起算
的升交点经度，如仍用春分点起算，可用此时刻的格林尼治恒星时
S。加入改正。

一>

3.两个时刻tl,t:时的坐标犷，， r2。这里要用到一个关系，称

妙见笋(Lambert)方程，是两个时刻的向径TI , r2和弦长““
Itr:一r,!同时间t2一t1的关系。

先从开普勒方程给出两个时刻的有关量:

7Zt ,+叮。二刀1一e sin丑1

W2+m。二E2一。sill E2

相减可得:

I'(t2一tl )=E2一J 1一。(sin E2一sin El)

二2q一[sin(pt q)一。in (p一q)〕

二8一6一(sin￡一sin 6)            (2.95)



其中

，=专‘”，一‘:，，Cos，一，00!4-于“:十”:，
8二p+q, 6=p一q

(2.95)式就称为朗贝特方程，里面出现的辅助量

及弦长a来表达。由

Ti=all一e cos E,) , r2=a(l一e cos

可得

rl+r.=2a(1一cos q cos p)

再从((2.82)式可知

}‘2·”n’
.6和6可用f,,2''2

E$)

(2.97)

r:一r;二a (cos:一cosh,)p·’一a1/ 1一e2 (sinE:一sinE,)Q

即。，
6=I r2一r:!=2a sin q sin p(2.98)

与(2.97)式一起可得:

r,+r:土Q=2a[1一cos (p士q)〕=4asin2 p士q
2

故为

SinEsin2=士丫rl+r2+ 64a{
sin2·土丫rl+r2--a)

(2.99)

e和a的象限判断很麻烦，这里只给出结果:
.一知~笼卜

恒有cosd/2>叭当r1 ,::在同一圈或相隔偶数圈时，sin盯2
>0，否则<叭弦a同t;到t:的弧组成的弓形包含主焦点(中心体)

时，sin 6/2<0，否则>0;当上述弓形包含另一焦点时cos叮2<o,
否则>00(详细讨论可参阅I3 . C . Plummer: An Introductory

Treatise on Dynamical Astronomy，P.50，Cambridge
Universi七y Press,1918)。一般情况下，两时刻相距的弧段较短，
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各量都为正。
一>一>-卜~卜

如已知r:，r2，则'rl,r2,Q= l(r:一r:!都可算出，朗贝尔方程中-

只有a(及n)未知，可由此方程解出。但函数复杂，不能直接用分

析方法解，只能用迭代法。先给。一个近似值(可从r,, r2估计出)，

用((2.99)式求出。，d代入朗贝特方程求出”，可得相应的rz

(Pn-2)1/”作为第二次近似值。如此循环作下去直到新求出的。与

前一次相差达到精度要求为止。当然，也可用其他近似解法。

a求出后，相应的。,6即求出，可由

cosE2二cos(E2一El+-El)

=cos (E2一El) cos El一sin (E2 -- .E,) sin El

=cos (e一(3) cosE,一。in(。一6)sinE,

可知

e sinE,= e cos El cos (e一cS)一ecos EZ
sin(e一6)

二「(I一r,      ) cos (,p一。)一(1一=z. )1入in (e一。)
L、a，、a，」I

(2.100)

。。八。刀_，犷I
。，u。刀1一，L一—

肠

一起可解出。，E,，再由开普勒方程算出?或M。。其余三个轨道
根数可从(2.62)式

r1=a(cos El一e)

=a(CO S E2一e)

一)__一_一如)

.P+a侧l一e2SinE,Q
一弓卜二_一)

尸十avI一e2 sinE2Q
今
性
、
引

.
‘
令
Q

-)

解出P, 后，再从它们的分量算出，其中E2 ._。一6 + Eio

天体初值的形式很多，但都可以从二体间题关系式把它们同

轨道根数联系起来。
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‘>

d2 r

d7,2

1寸
二:——叮一:二-一

9

一》

r

r3
(2.105)

当t。一云:不太大时，可作泰勒级数展开:

一)一>

r、=TO+
公‘山

r,  z:产l do r:、
2当一二G4.吸一l     s}.
n =1 42!、ar..，，，T2

(2。106)

一)

根据运动方程，r
一)

的二次微商可化为无微商，犷三次微商可化为r

及其一次微商dr /d:的线性组合;并可推广到任意次微商也是这

样。可写为:

只=F。r2+( d r2i  a
U公

(2.107)

其中

FE‘一贵·贵    dr22x24    dr‘ri2424卜r28
一15(   dr2 )2r26  dr杀l
·盖降鲁一誉(dr2) sZi26 [ 30  dr2 + 105r120  r27   dr r28       dr
一45 ,U22  dr2r26      dr+Zi26720一_22r29
+66 vr3  2’一45 v 4 _ 420(   dr2) 2r2? 2    r28   dr
一945( dr2(_r27    dr‘一630(    dr2 )27.27   dr一〕
+.O.

“，=一Ti2 s_6x23·Ti.24(  dr2 - ( ) + ` Tz 2s [  9 vAr24    dr    - 120           r26   2
一8r2 g一4 5( cdT2 )2 -} 2'i 26r25 di- - :  72等dr2aT

{

2
一

42

干万-, ('dr2一J一) 3一1刃22g-vr}0  2 卫丘1
日，!
dr2

+二。
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.

一)-》

都是用云:日寸刻的r2和r2的函数和时间表示。它们可从运动方程和

活力积分推出，现已用计算机文字运算推到Ti:的30多次幂项。

还可从(2.82)式推出封闭形式的分析式子(见习题)。这也是二体
.

一)一)

问题的一种级数解，表示成时间的幂级数，其中::，::为初位rFi,

G*是时间幂级数，而系数为初值的函数。

现在再来看轨道计算的拉普拉斯方法。现有(2.82)式6个方
一)一>一)

程及(2.87)式6个方程，含有12个未知量r;,dr2/d:二r200故原则

上可以解出，下面进行降阶简化。
一弓0.一)

以(2.107)和(2.82)式消去TI, r3及Y2 ,z:可得:

Fi(U。一ui)x2+Gi(Y2‘一UiGi-2‘·Pi一FjP2飞     (2.109)
.Fi (V-2一V i)二:+Gi z2‘一Tl jGiX2‘二Q，一FjQ2j

其中2二1,3共4个方程，看作为4个未知量劣2，热'，以2         }，   rl2 } } , }2 s N2‘的线
.

如》

性函数。因Fi,G‘中也含有。:和:2‘，故只能用迭代法求解。先给
r:一个近似值，在(2.108)式中只取头两项给、、出..F j ,  G‘的第一次

一)

近似值;再用它们代入(2.109)式解出W2 , r2_的第一次近似值，又
从(2.102)算I- I- I Y2 , z2，一起代入(2.108)算出Fi,G‘的第二次近似

-)一)

值。如此循环迭代直到所得r2 , r2‘与前一次近似的差达到精度
.

~)一)__一叫)

要求为止。从r2 , r2二-v/ p r2‘算轨道数方法在上节已讲述。

2.高斯方法原理。首先是高斯(C . F . Gauss ,1777--1855)在

1802年提出，本世纪经多次改进后至今仍在应用。原理是从三个

时刻，，帷1,2,3)的观测(。‘，。‘)算出砚和凡。然后再用它们算出
轨道根数。

由于轨道是平面曲线，三个时刻向径应为线性相关，即有关系
一)

r2二
一>~)

C,rl+fps rs

其中G's , O's为常数。根据(2.102)式，只要知道
(2.1.10)

xl, x3就可算出Vi,

?Os, 2r f z3。从(2.102),(2.110)式中消去‘$,92;22,Y1,Y3,ol,x。得:
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C1(U,一U2)21+03(U3一U2)X3=-'2一Cihl一C3P3
G0: (V，一‘V.2)二、+03(V3一V1)" 3=Q:一C 1Q:一C3%

(2。111)

此式称为高斯方法的基本方程。式中除01103为未定常数外，其
余各量都为已知。

用(2.107)式代.入(2.110)式得:
一)一)

几二0,(F1r2+G1 r2‘)+03(F 3r2 +G3 r2‘)

由此可得

r
补
产
曰
‘

义

一>

=(CIF,+C3F3)1,2
一)

二(C1G1+03G3)r2 x

口
了

X
X

令
八
令
几一一0

故有

01F,+03-F3==1

C1G1+C3G3=0

可解出

(2.112)

一)一)

、
，
.
1
.
.
、
!
1
/

01- -习      G3- 1G3F3 G}"    1
Cs=一.命G1F,G3- F3G1

故用(2.88)式可把C1,C3表示为时间的幂级数，系数是T2.1 r2‘的
函数，一也可以从1' i,G‘的值计算011 03。只能用迭代法求解。先给
r2，一个近似值，由(2.108)式头两项算出Fi,G、的第一次近似;再

由((2.112)式算出01.0 C3的第一次近似叼弋公2.111’式解出xls
X3,，又从(2.102)式算出Yl,V3,01.903，即得r1，r3的第一次近似值。
更准确的Fi, Gl(或Cl ,C3)需要刃‘的值。可用数值微分方法从
T1 ,芯 , r3值     !出r2'，也可用拉普拉斯基本公式(2.109)解出。用
刃，芯/可从(2.88)式算出一:，，‘、及相应C1,C。的第二次近似值;
再解( 6)Lt.111)式，并算出r1，

-夕

直到所需精度为止。从TI,

一笼卜

r3的第二次近似值。如此循环迭代，
-)

犷3算轨道根数的方法已在一上节讲述。
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一>一) ~)-)

一般情况下，速度r2或r2‘的有效位数较少‘，直接用tr2 tr:算
一)一)

轨道根数会影响精度。故即使用拉普拉斯方法算出犷:，?",r‘后，也
一)口)

用(2.111)式及(2.102)式算出Ti J, Ts，再算轨道根数。
人造卫星上天后，出现了一些其他轨道计算方法。其中用微

分改进办法建立的轨道改进方法有广泛应用，特别用测距和测速
观测资料计算轨道时，一般都用此法。

第九节引力作用范围

由于天体运动并不是二体问题，需要为二体间题的适用范围

给一个大致的界限。一般对大质量M和小质量饥的两个天体，在

。的附近规定一个范围，在此范围内运动的小质点，主要考虑。

体的引力;在范围外运动时主要考虑M体的引力。按不同要求，有
三种范围定义。

1.引力范围。

如图2.7，在。附近的引力范围定义为:范围边界上质点F

受到。和M的引力大小相等。

图2.7

若取饥M方向为，轴，纸面为xy平面，。Q为v轴，则，轴
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纸
令
R

应垂直

尹M二

面向上。则M坐标为(A,0,0),A为。与M的距离;设

,l点坐标为(二，y,z)，应有
->

R二(A一x, y, Z)，R2二(A一x)2 + y2 + Z2   (2.113)

按引力范围定义有(约去小质点质量):
GMam今，-

一n2~一==-二万一，r二`X) VP公)
J毛一叮一

Ci一。r2+2pA。一。A2一。，1-f =癸(2.114)
1V1

止V 7=}为球面方程，球，。在(-
ft且
l一11 ，。，。)，半径为、9

且

1一11

当p很小时，可近似地取引力范围是以仍为中心的球面，半径为

:;一斌万A一。iVp A.= plA              (2.115)
2.作用范围。在很多问题中用另一种范围，先引入引潮加速

度。

由于M的引力，使尸相对。有相对加速度

一)

al二 a1V1了卫乞_
、R3

一‘)

R
一)

1A，-1
A3 I

(2.116)

称为M对。J op二体的引潮加速度;同样。的引力也对M, P二
沐有引潮加速度

一)

今。l T
an二LTI让一二一
奋、八门万

\‘J

一)

A兰一、
A3，

(2.117)

若汉}与。对P引力的加速度大小。二/r2之比小于属}与,it
对尸引力的加速度大小GIvI/Rz之比，可认为尸应看作主要受。
吸引。此两个比值相等处就定义为饥对M的作用范围边界。即

一型二r2
一)一)

1~R一一A!
{R3    A3 I

一)一)

_m}二一__竺_
一lYl.一“{r3      A3

利用(2.113)p(2.114)式可化为:
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r8 r1一-2(A-- x)A9二+一黑1一。2R8(1一一2rxA 9、r4A--、
L公1“月.，J、八‘八`t，

(2.118)

这是一个复杂的高阶代数曲面方程，可用数值方法绘出曲面图
形。但这种范M不要求很精确，给出近似结果就行la容易看出此

曲面旋转对称于。轴，只要近似讨论在xy平面上几个代表点L，
L' ,Q，Q‘处的r值就够了。

①在L点，二二r), R二A- r; (2.118)式可化为:

r8/ 2r一r2一)    2A2·p2R8 i-
一ly2A8 (‘-

Ant\2

-'二一、
A2，

r8(卜r2一)  2A2
一般情况r/且为小量，略去高次项可得

A
犷之二犷万=，1“‘”

刁2
(2.119)

②L‘情况相同，，二一r,R=A+r，有

r8( 2r}A+ 二立、
.q2/’一。2,a8 ( 1·A )8

可近似地取 :二典。215
刁2

③Q, Q,都是二二0, R2--A2+r2;(2.98)式为

·”「‘一2(1+杀)“‘十(卜一孚一)2」
=p’‘(I·令)‘1+令)

略去r/A高次项后为

犷坦月}}215二r2

f州(犷，故二取其他位时，容易看出对应的r值也与上面给出的
位很接近，而刁2又接近于1，大家约定取(2,120)的值为作用范
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剔半径。而。C}C1，故r2>rI，即作用范围比引力范围大。

3.希耳范围。在讨论运动范围和稳定性问题中，小质点P在

Ian, .M引力下，若初始条件符合某种要求，会在。附近形成一个范

围;若初始时刻P点在范围内，则永远不会逃出。此范围最大时接

近于以仍为中心的球面，半径为

rs坦A                        pigsr3 _._. A(2.121)

称为希耳范围。准确的曲面叫希耳曲面，具体讨论参看第六章，限

制性三体问题一节。

4.应用。根据上述三种范围定义，在一些近似讨论的课题中

有用。下面先给出大行星对太阳，月球对地球的三种范围大小的

数据，载于表2.2;然后再介绍几种应用。
表2.2大行星和月球的引力作用范围

”玉r’14-”厂’.”’弓!另范围’{”作;用危’一’一”一”’一篇价确”’天体}-jI /j ILL 1141}       .11- r叹汉t苗 N
‘冲{(万公里)}.卜11⋯(型些匕土二竺望之一

水星I:.4}11.:}22.1
金星

地球

火星

木星

土星

夭王星

海王星

冥王星

6.9

26.0

12。8

2404.2

.2409.9

1897.2

3234。9

984.5

61。6

92.8

57.7

3917.8

5449。5

5166.6

8678.3

3 539。1

100.8

149。7

108。3

5187.2

6410.7

6950.9

11516.7

5428. 6
毋卜.口..一·一一一一一一-..一..-一.一一..一，一⋯旧.引一.一一.一一.川“一，，....
，.州，..户一-一~-一一一一“一川..-一引.~一一一..一旧.日日.一..一..一一一一一一‘.，...d...门

月  3!4.27!。.sz。.88

①宇宙速度。第一，二宇宙速度不用引力作用范围，但第三

宇宙速度要用。
第一宇宙速度V，代表地面发射人造卫星的最小速度，即半

径为地球赤道半径R。的轨道速度，用活力公式有



V1-漂=7·”“53,E里/秒 (2.122)

第二宇宙速度为地面发射成抛物线轨道(能脱离地球引力场)

所需的最小速度，即

V9一‘/~坦旦.
一Y   .R8

二V2V，二11.1797公里/秒

第三宇宙速度是从地面上发射能脱离太阳引力场的最小速

度;即脱离地球引力场后(到达地球作用范围外)，相对太阳速度为
抛物线速度，应为

、=。牌班=42.121公里/秒
V月目

A为一天文单位。若能充分利用地球公转速度，则飞行器在地球
作用范围外相对地球的速度为

。_。./ GAS一 _，。。。。八二/:r’、
}u9='U一Y n=/1)，一‘/一—‘1.G. 001乞丫     -rr-. 1 Tl

V.}C71.

其中V。为地球绕太阳公转速度大小(设轨道为圆)。按活力公式
有

v2‘2二GE

相应地面发射速度V:为
(2一7 J

V32=GE( 2Re一1a
二式相减，由于r2乏   150 Be，可略去r:项得:

V32二v2‘2+
2GE

Re
=vI”十V2盆

算出数值为
V3= 16.64 9公里/秒 (2.123)

②星际飞行器轨道设计。从地面发射到其他天体的飞行器，

可用三次二体间题进行初步轨道设计，作为实用轨道的基础。
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发射月球火箭用两次二体问题，由地面飞到月球作用范围边

界，可看作地球和飞行器的二体问题，进入月球作用范围后，再看
作飞行器同月球的二体问题。

到其他大行星附近的飞行器轨道设计，要用三次二体问题:由
地面飞出地球作用范围前是飞行器同地球的二体问题;飞出地球

作用范围后是同太阳的二体问题;进入目标行星作用范围后是同
目标行星的二体问题。

如要一次飞行多探浏几个行星，则是更多次的二体问题。如

美国发射的旅行者一，二号就是如此。

③太阳系边界问题。太阳系最外已知行星为冥王星，轨道半

径约40天文单位;再外面仅知有彗星，现在已知最远的远日距离

达40万天文单位(如1898植，19021)。推断太阳系的动力学边

界最好用太阳对银河系的引力作用范围。
太阳以内的银河系总质量取为1.3x 10“太阳质量，到银心

距离取作8200秒差距，约16. 5 x 10$天文单位，算出得:

引力范围4500天文单位

作用范围60000天文单位

希耳范围230000天文单位

奥耳特(OOrt)彗星云估计延伸到希耳范围边界，已越过1秒差距。

即使用引力范围，已比冥王星轨道半径大100多倍，故以后发现冥
外行星是很自然的。

第十节椭圆运动的几个重要展开式

椭圆运动中的各种量都可分别表示为近点角的函数。在后而

讨论摄动时，需要把各量统一表达为时间(即平近点角III = 71't十

Mc,t或同一近点角的显函数，以便积分。由于Ef M, f之间的关
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系是超越函数，故一般的量只能用级数展开方法进行。现在已有

一普遍的展开方法，将在天体力学方法中讲述，这里只介绍几个要

用到的展开式
1, E和f之间的展开。从(2.80)式

t9普一了襄荟tg誉
出发，引入复变量

e=exp(2.f)，7)=exp(2E) (2，124)

上式可化为

_1+p
1一p

刃一l_

刀+1
月二

召

1+斌正e2
(2。125)

，
1
一
1
1

二
+

君
﹄
一
亡
、

由此可解出

。_7)(1一a'7-1)
s一一~一A一一下--一一--

1一N''1

，_M+月含一互)
1e一—丁一丫-气蔺屯一

1十户夸
(2，126)

第一式取自然对数得:

2f=2E+ 1n(1一p }q一‘)一ln(1一PEI)

因IA-'1= IA 1=RGe<1，后两项可展开得:
:，;。召1。。._一，:.召1_

TJ一，'G”一启1丁p 'l1  'n十启1   n

=2E+C*n=1 7b”(vn一丁”)

介刃+200En=1十月nsinnE
同样可从(2.106)第二式展开为:

E二v`+2艺 (一1)” }n sin

一p”刀”

of

(2.127)

(2.128)

2, E同M间的展开。它们之间关系是开普勒方程
M二刀一e sin刀

它就是M表达为E的函数式，另外可由循环式
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*一犷_二
帅—=1一e Cos.巧.
一一舀’

3, f和M间的展开式。

直接联系:

f与.}I只有开普勒第二定律作为

df_d8_
dt  dt

Vpp二__日rta2 }}二亚巴

d f，，‘‘二一         a2，一，_。，_。
即宁玲一二1/ 1一82共二广二%/l一e2 (1一。CUs 4i)-2    (2.133)
0"'"    d万v‘一r2v‘

可展开为e的幂级数，系数为Cos E的幂次，用(2.112)代入，’可整

理为M的三角多项式，系数为。的级数;然后对j.1积分可得
‘_，，.l。_e3.5_;.107_八_:_:x
_/=    1V1十1 Gel -—十—-0一十-丫一，甲二介v   pA I I Jill

、4     9 6      q.)9 }/

。了5_2
十.—一0一一
、4

11 n4
一—口

了-13
\19

。3
口一

17_。、_:_。1‘

十一192- e" fl!;Ill 71-Al

les十9旦-
512 仆in 3M

+‘典擎一6 4一冀琴川;in 4M十
\}j 6       480

1223

960
e6 sin 6皿

47273

32256
e7 sin 7M+二。 (2.1

此式又称为中心差f.m公式。
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习题

I.若取二体质心为坐标原点，试列出二体对质心的运动方

程;并讨论运动方程的积分以及运动轨道与二体相对运动有何异
!句。

2.若万有引力定律改为:

.}'=GM,ra f (r)

试列出相应的二体运动方程，并讨论哪些积分还存在。
3.试证明第2题中f (r)二r时，二体相对运动轨道仍为圆推

曲线。

4.在((2.5)式中，若轨道曲线方程为r = 2a cos 8，试求出
t(丁)。

5.试找出一些函数f (r)，使相应的二体运动方程可以积分
出来。

6.在椭圆轨道上运动速度为v,

证.明下列关系:

v2二竺生(1+82+2e
p

与向径犷的交角设为a,试

C o-s f I (2.135)

、
一
·
泛
.
f
!
1
/

_df
不9“二f r-“

U，l-

1+e cos f
e sin f

。sin f
斌1十I-;e cos f+e2 (2.136)

1+。uflIIE。厂
V1十4e  God十eu

分
刀

c
o
.
泌
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一)一》

7.设户为。与p(长轴指向近点方向)之间的交角，试证明

下列关系:

tg p二一

cos月=_

cos f+n:
sin f

sin f
斌1+2e cos f+e2

Cos f+e

(2.137)

、
!
!
/sin }二

-v 1+2e cos f+e2

8.第二节中(2.61)式出现的拉普拉斯积分常向量-1',二(-? 1s

F2 , _F3)与其他积分常数有函数关系，试证明:

(2.133)
忆
.
.
.
.
‘
r
.
.
.
.
J
‘

。。一。一。一。仗，。。

/C4=1.''IL+-P'24+厂3‘=一一二一九‘+产‘
一一a

一.>一>一)一)

F·P二一pe,  .F·Q二0

并指出

9.

-)

F的大小方向。

利用椭圆运动中的近点角关系证明:

①V一 r cos丰一,%/a(1--e)
乙

E
cos一—

2

②%/ r sin普一、a l l + e)siY
刃

2

f
﹂
刃

f
J
一
E

。卫f=_/工e二
~aE vles石歹

I -{- cos

1+cos

sin

sin

10.在(2.98)式中的.Fi p LTi，试导出它们的封闭表达式:

F，二

G‘二
`2t.139)

砚
、
1
.
.
.
.
龟
(
.
，
1
，
I
j

斋rLsin(E‘一‘2) -‘(sinE‘一sinE2)〕
11.如用a, e, 2, Q, (Op AT二nt+ M。作轨道根数，试证明:
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、
声

八
U

月
任

1
i.

Q
“

夕
f
、

‘
1
.
.
I
l
t
.
龙
1
1
吐
1二r一。，

.

.

.
J

-〕，-)

刁犷_r
as   a’

一.)

-旦二一二「
云心犷L

一)

ar

a叮

COs刃+

..)

r

饰

e

1一62

一_-,->

sin2l}}'} }'

+sin E「g-
L

6

I一62
(COs E一。)

a.f_(三一、生玩叮.   aa ),sin f.〔一a2V二e2
ae、-  r，“a111犷‘

18.按(2.62)式，太阳系各大行星的轨道半长径立方与周期
平方之比不是同一常数，是否说明牛顿万有引力定律与开普勒第，
三定律矛盾?

14.试说明，从地面发射的飞行器到达月球作用范围边界时，

札对于月球的速度大于该处的月球脱离速度(即不能被月球俘
获)。

15.行星在椭圆轨道上从真近点角为f，到f:的时间怎样计
算?

16.若人造卫星的轨道根数已知，试求出卫星以纬度(P i到

(Pz所需时间的计算方法。

17.从地球轨道上发射航天器到另一行星，试找出所需速度

为最小的轨道(略去地球和行星的引力)。

18.同上题，求出计算此最小的速度式子;以及考虑地球引力

后相应的地面发射速度计算式子。

19.给出在地球轨道上发射相对太阳为抛物线速度的飞行器

到达另一行星轨道所需时间公式，并与用最小速度轨道所需时间

进行比较。
20.当轨道根数Q, Gtr, 2有微小增量t1Q, Qcv, 42时，试给出计
.-)

算的犷相应增量公式。
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第三章正则方程组和
正则变换

第一节数学符号，梯度向量

本章中用到”维向量”阶方阵很多，为简化起见，在符号上作
出下面规定。

如不加说明，小写拉丁字母a, b, c等代表、维向量，其分几为
脚数加数字，如a _ (ai), 2 = 1, 2, ...";x二(Xi)，而且代表列向量:

/仍，又
{‘)
!荡.9

x二{‘

二_/
，.j

、
、
，
!
扭
.
.
!
了
产
/

a
l
几
…
叭

产
/
了
!
‘
.
.
.
.
.
.
.
.
盛
、
、

一一O

这也是1列，行的矩阵。两个。维向量的数量积为:

a。b二夕a.. b..
J‘.，日公‘ (3.I.)

若月为一数量，则Pa二(月a;)仍为一向量

大写字母A, B, C,⋯以及希腊字母F等代表”阶方阵或一
般矩阵，如A二(a')，即

、
、
、
1
十
，
J
夕
了

月
1
2
儿
1
.
钻
协

a
a
…
a

ala
al

尹
了
了
1
!
J

一一A

\a孟an

⋯⋯

⋯⋯

⋯⋯

2
1
2
2
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k为第2列第Y行的元素。一，表示A的转一置矩阵，即若且二

yak)，则AT二 C,a z )。接线性代数中规定，”阶方一阵乘积AB也为”

阶方阵，且有(AB) T二刀Tir        O.3T AT由于。维向量a为1行?‘列矩阵，故

Aa也为向量,aA无意.义，且容易验证:

a.(Cb)二b.(CTa)C3。2)

用detA表示方阵A的行列式;若detAr0，则称.A为非异方

阵。任何非异方阵A存在逆方阵，记为A`，并有A-'A二A A'‘二

‘熟其中E表示单位方阵。若A+’二AT，则称A为正交方阵。若
A，二A，则称A为对称矩阵，AT=一A时称为反对称矩阵。

向量和矩阵的分量或元素，可以是数值，也可以是一个或“个

变量的函数(如不加申明，都作为单值函数)。分量为函数的向量

称为向量函数;元素为函数的矩阵称为矩阵函数。函数的定义域

为”维笛卡尔空间R“中的非空开集。
设f =f cx>为向量二的一个数量、向量或矩阵函数，若在其定

义域D中对二的每一个分量存在一阶到Ic阶连续偏导数，则称函

数属于Cck)类，记为.f }x)任C(k) o向量或矩阵函数属于C(k，类，是

指它的每一个元素或分量都属于C> (k)v

设x2v为91维向量，则向量函数v = V(X)为x空间到y空间

的一个变换。若.y (X) E C (k)，且变换的雅可比((Jacobi)行列式

de七、二二de七(，泛)一det( aykA /fA
\au'li

(3.3)

在。的定义域中某点不为0，则由隐函数存在定理知，在此点对应

的9空间中点的邻域内存在反函数x=x(必，且x(如E Cm;此时
称y (x) E C 1'i 1，同样x(必E Clklo

若.f = .f (x>为向量二的数量函数，即f = f (X) = f (xi,x2, ...

:，;);用f xi表示偏导数a.flax=，而用f二表示向量函数(af/axi) ,
称为f对二的梯度，记为:

v.f=‘其，菩，⋯，李丫
\dam,   dig own，

(3.4)
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若f为二的向量函数，则f二代表f对。的雅可比矩阵:

*二(a.fk~ }
J劣e ..__，

\dxi，

若f (x)为矩阵函数，则f对某分量二、的偏导数是元素为f中根
应元素对二。的偏导数组成的矩阵。

由于数量函数的梯度是向量函数，下面引入在本章中有重要
作用的梯度向量及其性质。

定.义:设向量二的向量函数J( ) E 0(1)，且存在一数量函数
SrCx) E Cy(2)，使得Y(X)二Sx=VIJ，则称Y(X)为梯度向量。

在讲梯度向量性质之前，要先讲一个有关全微分条件的辅助
定理。

辅理向量。的向量函数Y(X)组成的微分式y. d二是全微分

〔即存在数量函数.f (x)使y"‘二=df〕的充要条件是y二为对称方
阵，即

，二=(yx)，或ayk一ayi
d汤idxk

(3，5)

证:先证必要性。若存在f <x)，使y"d二二df二f=0‘二;由于

微分的任意性可得y = fx，即有yx=f二二二 a2f(一必工一、
、axi a:x无，

=(9二)，。

现证充分性。用数学归纳法，设(3.
2时(3,5)式为

ayl_aye
axZaxe’

5)成立。，=1无意义;”=

令0 = O (x1, x2)一介1 dal } Z2=92一

其中对。，积分时，视二:为参量。则有

卫z2‘二aye._。20.⋯_._二.aye
axl axl        axlaX2aX1

即::=z2 (X2)，再取
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势一丁z2dx2 C3。7)

了二0+0

I
)

贝4可得

，二:二`}' X 1+(P X;二y1
f>:二0二:+5"x2二(y:一“2)+“:二92

这就表明以(x)为梯度向量v.fo

现从“一1成立推出”成立，”一1成立时应有势二沪(二:，⋯，

二，_.，)，使”一1维向量函数z(xl...xn_A)有

z"d:二dcp，或:二(Px            C3.3'

在，时，定义函数0二"(x1 ......xn)为

，一lyndxnp:、一、、一aoair.
J           Vw无

(3.9)

积分时视二，，⋯

刁zj._

1, 2.9 ... .”一1。则有

ayn
ax。

即，，不含xn.9

azk

，xn_，为参数，k二

卫丝.一，12o
axn       ax naxk

=一ay气_
ax二 ax抢

=0

为x1，⋯

_ay k

sx。一，的函数;另有

a2o__ayi    ago
axi   axiaxiaxk

一aA‘:‘、a0、-
dxk、dxi，

.....日~...........口内自....一.~.......

ax k    axkaxi

ago_a，‘
一........口......一.户.‘门....目....

axk axi    axk

故此”一1维向量“符合((3.5)式，而由于己假定”一1时成立，即
存在函数势二0(二，，⋯，二，_，)，满足(3,18)式，再定义

了二0+沪

则有

九二=0二二+ox。二0二。二vn
J xk=5" x k+`f x、二(y。一”。)+”，二yk

其中Ic<n，即y- fx,V.dx=df。故充分性得证。下面用它来证明
有关梯度向量的两个定理。



定}}}}  (3.5)式是向量函数y  Y~  Y(x)为梯度一七量幼允要条
b宁。

证山辅理知，C3.5)式是微分式y·dx为全微分的充妥条件;

设全微分为dS, S = S(二;，...s xn)，等价于Y二8x，即Y(X)为梯度
向量。定理得证。

定理二设A(x) ECM为矩阵函数，则它能把任意梯度向量

变化为梯度向量(即对任一数量函数.f <x) E O(k)，必存在另一数

量函数.f (x> E elk)，使得f二二Af y)的充要条件为A(x')二p E.9其

中产为与二无关的常数，E为单位矩阵。

证充分性显然，因若A(x) = pE，可取了= P.f，有兀 --}} x
Af二。

现证必要性，只要能证明A(x)将某些梯度向量仍变为梯度

向量时，必须具有PE形式就行了。分两步证出:

先设J - J (xk)为一个变量，。的任意多项式，(无为1到“的
任一整数)，并用g (xk) = fxk，也是任意多项式;于是当2k-k时有
fs‘二0。应有

Af二二(9'A-k，qAk⋯，gAk
但根据假定Af二应为梯度向量，则有(Afx)二

a(gAk)_a(gAk)
a劣 k     axi

___aAl.a  k
=gwe二砚一二

o汤i

)T

=(A.fx)r，即有

(峨斗k)

可得

_IaA"Ia
y吸一又万二
\ax抢

aA j丝立、
axi，

aA 月‘
个上1无

dgr一二,,,0
肠劣希

由于g的任意性，可得

A克=0, =0，
.
乞
七
1

卜
﹄
-
希

2
一
劣

︵
d
一
八
口

一一

无
无
-
:

.
互
一
劣

己
一
口

故得且的非对角线元素全为

对角矩阵，对角线元素只能为
0，而且Ak只为xk

A盖(。;)，通盆(xZ)，⋯
的函数。即A为

，Ann (x n)的形式。
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其次取了二二‘。、，其中ii .9 k为1到肠的任意打粉;则
Af二二(0.二且IcA 7二‘，0.二A f二。，0.二0)ry

冬件〔Afx)二二(Af二)二1'成为
Ak==且i

而且不能包含。的任一分量，由4., k的任意性，必然有A' = A21     2二
·一A nn=爪与。无关常数)。故A=pE，定理得证。

推理设a = a (x)为向量函数，A(x)为方阵，而f二f(劝
E C(k)为数量函数;则a+Af二为梯度向量的充要条件为:a是梯
度向量,A(x) = pE，其中产为与，无关的常数。

证充分性显然，因若a为梯度向量9'x,A= pE，则可取f=
9千产f，有a+A.fx= .f二为梯度向量。

现证明必要性。若a + 9.,f二对任一f都是梯度向量，则f=Q
亦成立，即a为梯度向量，记为9r x;另外由定理条件知，对任
一f W有了又二)，使a十Af二一天，即Afx=了妥一9x =J一9)二为
梯度向量。用定理二知A=pE，定理得证。

第二节哈密顿正则方程

在天体力学中，常用哈密顿正则方程组表达各类天体的运动‘
方程，这是因为正则方程组具有简单的反对称形式，并存在一些原
则解法。本节不作原始推导(可参看分析动力学)，只在符号上统

设r=(r;，r:，...TOT, p二(p，，P2,⋯

万(P)任C(2)为夕的一个数量函数。定义

式为。

Pn !，为”维向量;.L1’ =

H(川对夕的哈斯行列
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、
.
2

八
U

1
工.

乃
O

一
了
.
、

a 2H

ap呈’
a 2_H

ape apl

a2_厅

apt a P2

aZH

ap妾’

a2H

a尹，ap二

a2万

det(Hpp)= a夕2a夕。

a2万 aZH

apn’apnap2ap

a“H

a夕  2pn

此行列式就是梯度向量Hp(p)对p的雅可比行列式，故若在p空

间的某域内有det (Hp P) k- 0，则由函数r=r(p)二H,, (p)定义的

变换，存在唯一的逆变换(反函数)p = P (T) E 0")，即r二r(p)

E oil]。由定义知犷=r(p)为梯度向量，下面证明反函数p =.p (r)

也是梯度向量。

定理r=HP(p)的反函数p = p (r)也是梯度向量，即存在数

量函数L二L(灼E em，有p二Lr (r);并满足关系:

LrrHP，“E(3.11)

证定义函数五(灼为:

L(r)+H(川=r" p(3.12)

其中p看作犷的函数，两端对任一分量r‘求偏异数可得

Lr‘十HP·pri=p‘+介夕r‘=pi+HP·Pr:
即Lr‘二pi，对2二1,2，二，都成立，也就是P=P(灼二Lr (灼为梯
度向量。又因Hpp=r，为r对p的雅可比矩阵，LIP，二p，为反函
数p对r的雅可比矩阵，因此(3,11)式成立。

从上可知or =HP(川的反函数p二p (r) = Lr(r)是唯一确定

的，但L(r)可以有任意附加常数。因一般只用到L的偏导数，不

会出现矛盾。

如果函数万，L中还含有Z维向量。二((sl.ts2) -..,sl)，作为参

量，不影响它们对犷或夕的偏导数。即五= L(r,s), H二-H(p,s),

并若对所含的”+不个量而言属于cic2)，则上面关系都成立，有
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p=五，(r，s)，r=万，(p,s)(3.13)
瓜，万，，=E(3.14)

L(r, s)+E(p, s)=r·夕(3.15)
其中(3.13)式可看作(T.0 Is)空间同(.p, s)空间的变换，可把其中任
一组例如(r, s )着作独立变量。故相应在(3,15)式对“取偏导数
可得:

石，+万。+HP .尹，二犷.p。二HP ' p.9
即得

LS(r，s)+万。(p，s)=0(3。16)
用分析动力学中的符号，取“=(q,0,其中”维向量q代表所

讨论动力系统的广义坐标，云为时间;并取r二q，p为系统的广义.
动量。则相应的函数

五(r，s)=L(q，q，t)
万(p，s)=H(p，q，t)

分别为此系统的拉格朗日函数和哈密顿函数，(3.16)式为它们之_
间的关系。此时(3.16)式可写为:

Lq(q，q，t)+万。(p，q，t)=0(3.17)
Lt(q，q，t)+H‘(p，q，t)=},0(3.18)

如定义系统的拉格朗日导数为

L-Q一Lq (3.19)
d
-
击

(3.20)

、
.
.
.
.
.
几
J
‘
.
.
.
.
.
J

q
L+

q

明
1
.
1

L一
.
.
L

〔L〕。二

则由(3.13)和(3.17)式可得:

q=(f=HP(p，q，t)
.

.目.口

.口...

d二。，.

a力q}q，p，石)

=〔L〕，一_u q(p，q，t)
若此动力系统满足拉格朗日方程:

〔L〕、=0
则由(3.20)式知，必然满足方程:

(3.21)
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二

q=万，(pp q，云)，p=一H。(po q，t)(3.}2)
。p哈密顿正则方程;、，，称为正则共辘变No (q., p)空间或(q,。)
空间称为动力系统的相空间;广义坐标q组成的空间称为位形空
间，广义动量p组成的空间称为动Nil空间。

为简单方便起见，用2”维向量二代表(p, q) ,
尹，，⋯，pn;xn+1，二

_为:

I二

·，x2，为4'1 I⋯，qn;并定义2n

即X'1，⋯，xn为

阶反对称方阵I

0

一E )，1-1 _J，一1 (3.23)

井中刃为”阶单位矩阵，0代表、阶元素全为0的零方阵。则
(3,22)式可简写为:

m+IH二=0(3.24)

其中H二H(x,幻为哈密顿:,;11数。

第三节正则变换及其充要条件

由于在天体力学常用正则方程，正则共扼变量的选择就成为
重要手段。经常要从原有的正则共扼变量。，接为另一组正则共
扼变量v。这就要引入正则共扼变量之间的变换;后来发现，正则
变换成为哈密顿正则方程的原则解法之一。为了理论‘一上严密性，
下面要给出正则变换的严格定义和充要条件。先从一般变换讲起。

设，,y都是2”维向量,t为数量;向量函数9二叭X) t) (E 0(2)
为二空间到y空间的一个变换。若再设此变换的雅可比行列式
dety,(二，幻在二的某域内不为0，则由隐函数存在定理知，在y的
对应域中存在反函数。=双.y协，与Y=V(二，约都属于c[2' o

对属于o(l)的数量函数F=F勿，t)，通过变换y=叭二，t)也
可视作二，云的函数。用



r二yx(3.25>

表示变换的雅可比矩阵(2、阶方阵)，则有

F二二r少FY绍.26)

1可尸对t求偏导数时，必须说明F是二，云的函数还是y.9云的丙

数，二者结果不同。如r = yx看作。,t的函数时有:

(yx)‘=(yl.)二(3.27)

这要假定r(x.,幻E 0(1) 0若右端中9‘经变换后已成为y, t的曦

数，则(vc)二二(yo yyx = (yz) yr，与上式一起可得:
(YO，=r:r一‘(3.28)

组I x, y都是云的函数，则由变换}} _ ?!(x, })可得:

y=rx+91(3.29)

利用这些符号和关系，正式给出正则变换的定.义:

定义相空间的变换y二y(二，t)，若对二，t的任一哈密顿函坡

丑(。，t)，存在数量函数K=11 Qi,勺，使得:

r(cc,+I万二)==y+.IKy                   < 3.30)

则称此变换y=y(二，约为正则变换。

这样的定义不是简单的立观式定义:把正则共辘变量二变为

正则共扼变量y的变换。但与直观定义联系在一起，因从(3,30)

可知，若‘为正则共扼变量，H(x,勺为其哈密顿函数，则由(3,1!2 4N

知x +IHx=O;当然由(3.30)得到y + .III，二0,表明新变量y也

是正则共辘，对应的哈密顿函数为Ic二K(y幻。而且从定义可看

出y=y(xl幻是否正则变换，与LI-I :o数H(x,幻无关。

此定义虽然概念清楚，但不便于应用。下面用一系列的充要

条件来同此定义等价，既深化正则变换性质，又能扩大应用范围。

定理一变换y=y(xj, t)是正则变换的充要，条件为:对任一

哈密顿函数.H _ .H(x, t) E 0(1)，经变换后使向量

W(y, t) = lyi+I一‘rlr171r,Plr,(3.31)

为梯度向量。
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证若W妙, t)为梯度向量，即存在数量函数K=K匆A t) ,使
得W (y, t) = Ky(y, t)，代入上式后，再利用(3.29)和(3.26)式可
导出(3.30)式成立，即变换y二叭x,幻为正则变换。反之，若y=
y(二，约是正则变换，贝J对K(二，t)存在K(y,t)，且满足(3.30)式利
用(3,29)及(3.26)式又可从(3,30)式导出:

K，二Zy,+1一‘r1rTHy=W (y, t)
即W(y,约为梯度向量，故定理得证。

定理二相空间变换y=叭二，t) Ect2j是正则变换的充要条
件为:rirT二r7ir = pi，其中It为与。10 y,t无关的常数。

证用定理一知，y=y(x,t)是正则变换的充要条件是对任一
万(、，幻有评勺，幻为梯度向量。但从(3.31)式知，平匆，幻=a十
Af;形式，其中a=-Ty},A二.r-irzrr, f y =万，。又从第一节中的推
理知，若为正则变换，此向量W (y,幻为梯度向量，即有

①Ty‘是梯度向量，即存在数量函数R二R勿，匀，使得
IV,=Ry(y，勺;

②I-1r1"r,T=pE，或rzr7=Jul，而11与y无关，但可能-
与毖有关，记为产二p(t)O

下面只要能证明9与t无关，r.rr" = rfzr就行了。由①.91
1y:为梯度向量，故满足充要条件(第一节的定理一):

(lyt)，=(.Iyt)v
但根据(3.28)式，上式可化为

.Tr,r一’=(.Tr,r一‘)，=(r一‘)Tr`TIT

利用关系-T !r二一1, (r -,),, = (rT)一’，上式又可化为
(rTir)。二0

但11-1②知r.rrT =p(t)z，因此只要能证明rur = rirT，则it与
云无关，在

rzrT二fil

两端从右面乘.上it得
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r.TrT.zr=tair=一itr

即得

rr-Tr二,P.T二r.Trr          (3.32)

故定理必要性得证。反之，若(3,32)成立，可推出(r_Tr7)。二0，由
此得IV。为梯度向量;另由(3.32)式可得.I- ir1-rT二#E，故由
第一节的推理知.Iyt + I-irirT_Ky为梯度向量，用定理一即得y=
v(二，幻为正则变换。故定理得证。

利用定理二不仅可以从变换y二y(二，幻直接判断它是否为正
则变换，而且还可找出新旧哈密顿函数之间的关系:

-KY=lye+I一‘rzrT Hy=By+Ju Hy
即若不考虑只同云有关的附加项(在正则方程中不起作用)，则有
关系:

K二flH+R(3.33)
其中产称为正则变换的乘子，为常数。在函数y二y (X, t)给定后，
用(3,32)式验证它是正则变换时，p值自然求出。R=R匆，幻称
为正则变换的余函数，用.Iy。可唯一确定Ry，一般不必要求出R,
因正则变换中只用到Ry o

若正则变换中不显含云，即y二y(x),，此时有y‘二0，故可取
.R - 0，则K = p1l。这种称为保守正则变换，在天体力学中也常碰
到。若R二O,P=1，则K二H，即哈密顿函数在此变换下为不变
量，称为完全正则变换。

两个正则变换的复合变换也应为正则变换。设y = y (x, t)
E 0[2伪‘空间到y空间的正则变换，ri产:，丑，为相应的变换矩
阵yx(xJ, t)，乘子和余函数9 x = x (op t)为，空间到二空间的正则变
换，相应的量为r2 _。二(ZYt).9P2.9R2。则由:空间到y空间的复合
变换y=y〔二(z, t) p们的变换矩阵r二Y: = Y-Z     X:二rir2，而

rirT=r1rJ(r1 r2)T=rirjr2Tri，二P1112-T
因此由定理二知，此变换为正则变换，乘子产二t'"1!'"2o余函数R有-
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几一1梦。}.“  y t )(微商后再把。变换为Y的函数)。似

yt (z, } } -- 2},。 (x p t:一卜夕二那‘(“，灼

可沂导1歹‘(:，t)=1少‘妞夕幻+典气rt“，峥

即丑，=(R，);一卜Ir详一‘(贫户二

=(R，)，+xrli一‘1 I1 T(-R2)，

二(B1)，+I一‘ri.Tri伙.R2，

二(Ri)，+9:(112)，

因此可取

丑=R1+践R2

当然二，y,，空间的维数应相同。

容易证明，正则变换的逆变换也是正则变换，相应的乘子为原

变换乘子的倒数;恒等变换也是正则变换。因此若定义变换的乘

法为复合变换，则2”维空间的全部正则变换构成一个乘法群;而

保守正则变换及完全正则变换构成其中的子群。

用定理二便于判断正则变换，但并不能用它寻找正则变换。下

面用拉格朗日括号和柏松括号表达的正则变换充要条件以及后面

儿节内容，都是为了寻找某些需要的正则变换。

现在先定义在本节符号下的拉格朗日括号和柏松括号的定义
和性质。

设r, G为两个2。维向量。=(。。)的数量函数，现定义一个劣
的数量函数为，

{F;公}=F二·..L Gx

a(F，G>_
a (x‘，劣‘+，)

一{G;F} (3.34)
.
.
.
，
‘
弓
占

招
一
、
2
~
吕

F
d
.
恤
.

一一

称为F, G对二的柏松括号，有下列性质:
①设Fi , F2, F:都是。的函数，属于00)，则显然有:

4尸，+F2;F3}={尸;;尸31+{尸:;尸5}
J.,C' 1·F2;I's} = {F1;F31·F2+{Fp;Fs卜

(3。35)
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②因1尸1;夕公也是二的函数，故若尸，，尸21尸3E口c2}，则可组
成科F1 ; -F2} 3 -F3}。它由每项是F1, -F2, F3对二的偏导数乘积的三
线性项组成;其中一个为二阶导数，另两个为一阶导数。并可分为
两部份:一部份是F1, -Z'3为一阶偏导数，凡为二阶，记为{F1, F3,
F21;另一部份形式相同但Fl为二阶，F2, F3为一阶，而且与前部
同形式的项反号，故记为一{F2, -F3, -F1 1，即

{{F1;F21;F3}={.L' 1，-F3, F2}一{-F2, F3，F1}
同理可得{{F3, F1 } ; -F$}和{{F2;-F3} ;Fl}的结果，三式相加即得著
名的柏松恒等式:

4 JF1 ;-F21 ;Fj+j 1F3 ; - , 1 } ; F21+4 {-F2 s F3} ; F] 1=0
(3.36)

③柏松括号还有正则不变性，即在正则变换下仍保持相同形

式。设V=y(二，幻为正则变换，用定理二知有rzr，二p I, r二I,r .,

下面证明二的函数F, G组成的{F, G} x与变换为v的函数后组成

的{F; G} y才目同，只差一个p的因子。因由((3,26)式可知:

Fx=rT Fy,    G二二rTGy

则有伊;G} x = Fx " IGx _ rT-Fy ' IrTGy

二Gy·(IrT)TrT尸，

二一Gy. rirTFy=一pGy-.11' jt

二PFY-IG，二pI-F;G}y         (3.37)

其甲用了关系(3.2)式。由于相差一个常数因子，故称为相对不变

性;在It二1时完全相等，称为绝对不变性。

类似地给出拉格朗日括一号定义。设2”维向量。为两个变量

了q q的函数，拉格朗日括一号记为

〔f;9〕二xf·Ix9

卫(Xi., Xi+n)/ -C  }x=一Cg;力
Oki，y1

(3.38)一一

如在(3.34)式中把F, G作为2。维向量9的两个分量yi " 1W,
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在变换y = y(x, t)中都是。的函数，可计算匆{;yk}。把作为2”阶
方阵的落行k列元素，则此方阵应为

({vi;yk})=yxly二，(3.39)

同样，在(3,38)式中分别取f., 9为任意两个分量yt p yk.在逆变换，

x二x(y,约中，可算出〔yo ; yk .1。并可组成另一2”阶方阵为:

([vi;y&-〕)=xy7lxy(3.40)
但y二 -r，二，= r-1,因此._F两式可表为:

({yi;yk})=(r.rrT)
(CYZ;yk〕)=((r一‘)T irT )=〔(r.rrT) T〕一‘

}‘3·“，
上式表明，此两个矩阵互为转置的逆矩阵。由此可得下面两个用

柏松括号和拉格朗日括号表示的正则变换充要条件。

定理三y二y(x,t) Ec(i)是正则变换的充要条件为:

({y,;yk})=III(3.42)

证明可直接从定理二和(3,41)式看出。

这个结果可用通常的正则共扼变量，或广义坐标和广义动量
q，尹表示。设旧变量。和新变量分量为

一(:)，“·(PQ) (3.43)

p'q}p,Q都是“维向量，则变换和逆变换，=y(x,t)，二二x(y,好
可写为下面形式:

P=P(p，q，t)，Q=Q(p，q，t)

p=p(P，Q, t)，q=q(P，Q, t)
} (3.44)

相应的 r=(PP、PQ)，rT=(
、Qp Qq/

则有 r-.C T, T·( Pp尸q一尸。尸;

QpPTp} q一Q叮 PTq p

PpQp

PTqQq

尸，Qq

Q，Qq

一尸。Q TP

一QqQTp
、
1
户
」

八
U

一-p，  1) Tp - q一PgPTT==}， }TQ p Q I一Q。 QTq p
-PPQTq一-P q Q PT二E

(3.45》
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按通常柏松括号记号有

jp，;.P;}=Wi;Qi1=0

{P‘;QJ==9，1pi;Qj1=
于(3.4,6)

0(嗯今J)’

因此条件(3.42)式与(3.46)式等价;可用(3.46)式作为正则变换
的充要条件‘

这里有一个顺序问题;上面把2，维向量x, y的分量按(3.43)

式安排，即广义动量P, P放在前二个分量。而很多书上都把广义坐
标q或Q放在前面，即记为

?一(:)，“一(QP) (3_43)r

则相应的(3.46)式应写为:

lpi;Pj}={Qi;Q=0，
、一。:，、J，V，(3.46)r

{Qi;PI}=p，{Qi;Pj=0(2=V了)
柏松括号定义仍用(3.34)式。

定慈匹?l = y(x,约任C(l)是正则变换的充要条件为:

(〔“葱，“·〕，一夕 (3.47)

证明也显然。若用正则共扼变量，由(3.43)式表达，则同柏松

括号情况一样，可把(3.47)式改写为:

[Pi;Pj〕=[Qi;Qj〕=0

C:‘;Qil =冬，t:‘;Qjl =。(，、i)[(3·48’)
尸1

同样，如用(3.43)‘式，则_L面应改为[Q、;尹，〕=1/群，其余不变。

定理三、四可用于寻找某些特殊正则变换，或验证某些特殊变

换(如函数关系中只是部份变量的函数等)是否正则变换较为有
利。
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第四节隐函数形式的正则变换

上节是用显函数形式的变换y二y(x.o t)讨论。在很多天体力

学的理论和方法中，常出现一些隐函数形式的变换，如能在隐函数

条件下就能判断是否正则变换，将会很有用。

设。，y为2“维自量,t为数量;先假定它们之间无任何关系。

并设烈云，二，y)， _p(t，二，y)为数量函数，可建立一个数量函数。(t D

x，.yJ)为:

(0二2Rdt + px " ldx一y"Idy        (3,49)

它是此4n+ 1个变量的线性微分式，又称为t,x.y的伐夫式
(P如ffpan)。

若x, y之间存在2”维向量函数关系

尸(t，x，y)=},0，尸==(尸‘)(3.50)

并议FECi(2),Fx,F，为非异矩阵(在某域中)，则根据隐函数存在

定理，可以解出。空刘与y空间中的一个变换y-y(x,幼或

:二、(y, t) E O(z)。这样可利用关系(3.50)式把(3,49)式简化为

2、十1个变星的伐夫式。

如泪去d dy，可用函数y=y(二，t )得:

dy=y二dx+ygdt=rdx+y#dt

其中r=yx，代入(3.49)式可得

cj=2Rdt+px"Idx一y"I(rdx+ytdt)

=(2R一y"Iyt)dt+(px -Idx一y·T rdx)

利用关系(3,2)式可得:

yx·Idx---p面·ITx一(PIX)·dx

一y o I rdx二一dx" (II')Ty=(1一’，了一歹)·dx

代人.七式可得:
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。二Tdt+x.面

T二2R一y " Iyo
下(3.51)

X=一群加十rTly ,

利用(3.50)可把T, X表示为。,t的函数。

如果不是消去dy，而是消去do;或消去d二及dy中各”个分

量，所用方法完全相同。下面讨论由隐函数形式(3.50)所定义的

函数变换，y二y(二，t)或二二x (y,约等是正则变换的条件。

定理一由(3,50)式定义的x空间与y空间之间的变换为正

则变换的充要条件为:存在数量函数R(t，二，y)和常数it *0p仗

2.11+1个变量的伐夫式(3,51)为全微分。此时R及9分别为正则

变换的余函数和乘子。

证由于(3,51)式是全微分的充要条件为:

T二二,n.,,    Xx - Xxr                      (3,52)

于是只须证明((3.52)式等价于rlrT二ft1，即可用上节定理二完
成证明。

由(3,52)式得:

Tx=2R二一(v·1以‘)二=2r TR;一YX Tly。一((1y,)二T y

二2r T_R，一r T 1y‘十r,少 _Tyr T

而x:二(r TIV):二r,Tiy + rr-T y,

X二二一,y-T十(rT二

二一tcl十rTl,r+cdi，)

其中(di3)为一矩阵，它的2行了列元素为
”/n2。，12。，、

烈(一谧`y k不      y1 axjax. nz·“-V yn+k ykaxiaxj
显然有d i.9 _ dpi，即(J沪为对称矩阵有(dij)T '- (d ii)。因此(3.52)

式等价于:

IV。二Ry，rT-Ir=fu.I(3.53)

用上节定理知(3.52)式也是正则变换的充要条件。

如用正则共扼变量记号，设
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二二(p ) .9、一(
’q’

(3.54)

p, q, u,”都是”维向量，分别表示新旧广义动量和广义坐标，则变
换(3,50)可记为

尸(p，q，u，v，t)=0(3.55)
则有下面结果。

定理二(3.55)式确定的。空间与V.空间之间的变换是正则

变换的充要条件为:存在一个数量函数R=R(p,q,u,v,灼和常数
9今0，使得下列四个伐夫式

(01 = Rdt+pp·dq+v"
(v2 = Rdt十p夕·dq一u.
(v3 = Rdt一pq"dp一u"
(14二Rd一t一pq"dp+价

(3.56)

\
l
w
e
|
!
r
|
|
|
/
了

肠
刃
刃
拐

已
d
d
d

中任何一个为全微分。此时正则变换的乘子和余函数就是p和Ro
证在(3.55)式的记号下，(3.49)式可化为:

专仍=Rdt+合“(，·dq一“·“。
一1 (u"d。一。.du)

2
(3.57)

由定理一知，此式为全微分是(3.55)式为正则变换的充要条件。又
因全微分的和差仍为全微分，故对任一函数f =f(pIq,u,v,0
〔c(‘)，

1.」，
—田工UI
Z

是全微分也是((3.55)式为正则变换的充要条件。现取

S,二音。，·，+
几·音。，·，-

1
一—肠’'U I

“}

令“·”J
(3.58)
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则有

。!二令。+df,， 份艺=
1.一刀

-2仍十叼’

O $=李。一df,， 04·合。一df,
于是定理得证。

定理二有很大用途，但用得更广泛的是JU二1时的特殊情况。

下面给出常用的形式。

定理三对任意一个数量函数,S+ = S(q), u, t) E C(2)，且在某

域内哈斯行列式dot口qu) :9& 0，则2”维空间(p, q)与恤，。)的下列
变换:

p=S q.(q，肠，‘)，公=S。(q，u，‘)(3.59)
是一个正则变换;相应的乘子p=1，余函数R二St (q, u, t) o

证令

F=p一Sq(q，u，t)=0
G=v-尽。(q，u，t)=0 } (3.60)

为变量(p, q, u,哟和t之间的2。个关系式，即为隐函数形式的变

换。而且此2。个关系式对(p, q)或(u, v)的雅可比行列都是

(一1)ndet (Squ)，在某域内不为零。故(3.60)式定义了(p, q)同
(u, v)空间之间的一个变换。又因此时有

dS=Stdt+Sq·dq+Su·du=尽At+p·dq+。·du
故根据定理二的。，式知，相应的变换为正则变换，且乘子产=1，余

函数R二St。定理得证。

(3,59)式定义的变换是由q,“和t的任意函数S (q, u, t)

E C(?，的偏导数生成，故S又称为生成函数或母函数。由于它的

任意性，可用于选择不同需要的正则变换，因而有广泛应用。在

天体力学中常称为德洛勒一柴倍耳(Delaunay--Zeipel)变换。同样

利用。2.90)3.9(04，可得这种变换的另外三种形式。
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推理I对任一数量函数s二S (q, v, t ) E 0(2)，且det(SgV) tA
O>则关系:

尹=尽。(q，v，t)，u=一尽。(q，v，t)(3.61.)
是一个正则变换，相应的乘子产=1.，余函数R=Sto

推理2对任一数量函数S = S (p, v, t) E 0(2'，且dot渭，。)今
0，则关系

q==一sp(p, v, t),“=一Sv(.p,V,t)         0.62)

是一个正则变换，对应乘子p二1，余函数R=St

推理3对任一数量函数尽=8 (p, U, t)任0(2)，且de七(Spu)专

0，则关系

q=一尽，(p，u，t)，v=吕。(p，u，t)(3.63)
是一个正则变换，对应乘子9=1，余函数R二从

若上述所选择的函数S不显含t，则有R二0，此时新旧哈密

顿函数相同。这种特殊的正则变换是完全正则变换，有些文献中称
为接触变换。

第五节正则扩充

在讨论天体运动时，运动方程常用正则方程形式。进行正则

变换中，有时先选定坐标变换，再在坐标变换基础上组成包括动量

在内的正则变换。这就是要把位形空间的变换，扩充到相空间中的

正则变换，又称为正则扩充。这也是一种寻找实用正则变换的一种

方法。这里只讲一种最简单的扩充方法。

设p, q是”维向量;按普通习惯q代表广义坐标，p是广义动

量。对于某已知的一个坐标变换。= v (q,约c C(2)，雅可比矩阵

s/  = v q，且有detJ=V 0(在某域内)。若能找到一个向量函数“=

u(p,q}t) E 0(Z)，使得。=IV(q,t), u=u(p,q.0t)为相空间(p, q)同
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(U,的之间的一个正则变换，则称此变换为坐标变换。二v(q,t)的

一个正则扩充。现在给出一个扩充方法。

定o;设v二29 (q, t) G 0(2),J二:go detJ=V 0,则

}T .._ 21(g9 t)，         u二(JT )一‘p         (3.64)

是相空间(=' 9 q灵(u) v)之间的一个正则变换。

证由(3.64)式可得:

d。=VcC t+。。dq=Vidt+Jdq

子是有

u·dv=(JT)一‘夕·(vtCAu+Jdq)

利用向量矩阵关系(Aa) o (.Bb)二tL . AT B b，其中A, .B为。阶方阵，

a, b为。维向量，则上式可化为

“·dv -= (JT)一’T·Jdq+(JT)一’p·vtdt

二p"dq+(JT )一‘p" 2tdt

9p

0二(JT)一‘尹. 21t cat十尹-dq一u"dv         (3.65)

与上节定理二中的。:式比较可知，相应的。2=.当然是全微分，

因此(3,64)式是正则变换，对应的乘子9二I，余函数B二(JT)一，

，qIt若原坐标变换为保守的，。==z(q)，则R二     o1即扩充后的正则

变换且完全正则变换。

例如外二2时，旧坐标和动量分别为:

q;二睿召。=

拼灼是

PC" I=￡，勺二

坐标变换记为(保守情况)

x二Y7(ru，刃)

刀，尹:二沪，P2=0

11.1 U，二工，肠:二了

X }。

Y5  9n

(J2,)一‘

岁二y(睿，Y)
'3

“簇可士.刃犷犷 歹专一V})
一9T7 X4D

于是正则扩充后的动量为
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X二_一'J,g,0 - V,} 0
炭肠一X04

，Y二 一二，沪·、一二;0
X0。一{::Y;

若把结果用于直角坐标与极坐标之间的变换:

Y二        r Cos 0，ti==r滋n夕
口
仔
︶
口
沙

detJ=
eos 8

sin夕

一犷sin

rCos

二r今 0

(fr二0除外)，则相应的

x二}- (r(P Cos。一0 sin 0 ).Y -- }一 (}0}
r一”‘r

0‘必cos必

第六币解正则方程组的哈密顿一雅可只 方法

正则方程组的原则解法中，用得最多的是哈密顿一雅可比方‘

法。有关方法的原理，哈密顿一雅可比方程的推导，及相应的孔可

比定理都在分析动力学中已讲过，这里不再重复。本节只从正则变

换推出哈密顿一雅可比方程，然后讲可用分离变量解此方程的条
件。

1.方法原理。由第四节的定理三知，对任一函数尽二8{q,,

肠，云)任邵2，，只要det;Sgp})今  0，则(3,59)式是正则变换，且新哈密
顿函数K二H+St (q9“，约。

若要求新哈密顿函数K`  0，此时新变量Wy。的正则方程组
成为

u二0，"V=0

解为

“=。，。二月(e).06)

其中。9为”维常向量，即每个分量都是常数。(3.05)式就刃:变
换后新哈密顿方程的解，a，户的2“个分量是积分常数。相应的

82一



K 3, 59)式成为:

p=Sq(q，a，t)，p二Sa(q，a，t)(3.67)
而函数8(q, a..勺需要满足关系式

刀+S‘(q，。。，t)=K=0
即

11(Sv，q，协+S‘二0              (3.68)

这就是哈密顿一雅可比方程。只要得到此方程的解S=S}gfaf约，
、为”维积分常数，且行列式det(S..) =v 0(其中包括要求fJ必需
含有全部、个q、和。个a，否则此行列式恒等于0)，则变换(3.67)
式就是原正则方程组

p=TI。，q=.SIP
的解，a:，卢、为积分常数。

1特殊情况，在解哈密顿一雅可比方程时，首先考虑一些有用
的‘幼况。

①若哈密顿函数万印，q，协不显含艺，则H二常数为一积分，
设积分常数为aaf山(3.68);弋一寸得

尽‘二一aQf尽=一aot十名;(3.69)

其中S，不再显含云，而且只需含有、一Ei个独立常数，它相应满足
的方‘程(3.68')式可简化为:

、
、
健
夕
厂

口
工

一

，
L
一
.
‘而缸，9

一-}一    c, (3.70)

功一，哈密顿函效刀:少，空，艺)‘1一:不含某坐标fit称此坐标为循
拜火

故pi

;。此时有

二a，

为常数，

AT, ^q、
a、，山 (3.67)

即尹:=a

豆岌可得:

二P 2二。，、，s二(if l"q、十N2 (3。7户

共中8:不再含有qi，它满足的方程仍为(3,68)式，但pi E.  ak代
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替，解出时也只需要包含另外”一I个积分常数。故原2”阶正则
方程组降为2-n一2阶。解出此2”一2阶方程组后，再代入

二_a万
9‘=一下二甲

d尸i

积出叮、。

由此可看出，增加循环坐标是解正则方程组的一条途径。如

能用正则变换不断增加循环坐标，到哈密顿函数只剩动量时，可全

部积出。在一些特殊情况下可以作到。

3.可分离变量的柳维(Liouville)系统。先设哈密顿函·数不

显含时间t，哈密顿一雅可比方程用(3.70)式，但S:仍记为so由于
不需要得到此偏微分方程的通解，只要得到满足方程的函数S含
有全部“个坐标q和”个独立积分常数a(包括av)就行了。因此
可在分离变量情况下解出so

由于在保守系统中，H为p‘的二次函数，可经过变换化为只
含对项及不含夕的项(二次型的标准化)。即

H二万仁且‘(q)夕‘“+Bt(q)J

若H可以写成下面形式:

H=习〔Ai(q。)Ps+hi(q‘)〕

此时称为8'可分离变量。相应的哈密顿一雅可比方程为:

nFA，_、la尽、2，。，_、I
L I过‘W01一   ^-.十刀ikyi) 1=afl         +,"1G1
‘=1 i_\d女、，J

这样可设

s=E  8 1(q‘) (3.73)

其中"'i(qj)与-,4i(gj)f  'Bi(qi)一样，只是一个q，的函数，代.入
(3.72)式后成为

巨，i，(S)(J?.dqj·BiC，‘，〕一、1
1
门
1

称
一
、
尸
一
.

，
日
才
.
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可取

、
，
.
.
.
J
.
.
f
刃
刃
/

，ds, }
dq:，

、一Bi(q1)==ai

(3.74)

2
矛
.
砚
、
、

、
夕
尹

.
牛
U

汀
二

了
‘
、

.
心
‘通

t
t
习
t.1

ai=ao

放可积出

s(q‘)= 「厂GY不..Di(gi)月。_
r1，一-一一丁一二尸一—，!, i

J Y       Ai "qi)
(3.75)

代入(3,73)可得s，但这里的S是‘(3,69)式中的St，整个系统的
S即为:

s一。of、叠习‘(，:) 了。叮介、
、0。了01

已包含所有”个q‘及”个独立积分常数。注意其中a。满足关系
(3.74)0自此可得原哈密顿一稚可比方程的解为:

‘二
asi(qi)

aqi
，p‘=一云+ 刁9、(q‘)

as，
(3.7 I')

当然，并不是所有动力系统都满足可分离变量条件。可分离
变量的系统都是可积系统，其中柳维系统是用途很广的一种。

定理一(柳维定理)保守动力系统中的哈密顿函数H=T
一U, Z'为总动能,U为势函数。若满足条件。

、
刀
了

O
O

行
了O

八
O

矛
‘
、

、
、
.
.
.
.
，
.
.
.
!
f
.
吸
.
.
.
.
.
.
.
，
产

少二令犷补ii=1(qi)q,
口二Wv

称

Y=艺。‘(qi)， W二习，”‘(qi)
‘一1

则此系统可用分离变量积出。

证由T的式子可得广义动量

，，=a琴=VAi(，‘);i
a9i

一85一



由此得

T二一琴蚤一卫乏一
2V裁Ai(q‘)

和应的哈密顿一雅可比方程为:

璐斋    n}. I T
乙F感.1

nS

A; 日叭
了一些止、
、今厂甘，
、f岁tl才/

评

一犷

八
U

一一

，
l
w
e
J

炎f
I=1 L ZAi(qi)

一叨;tqi)一“ovi(1'2)
2、

、
.
产
了

一
、
、
刀
2
一

一
口
二
又
心
一
口
二

1
1
-
了
‘
、
︵
.
门
一
﹃
口

成为可分离变尽形式。用上而方法可令

尽=} IS，(q‘)

则可积出

吕‘(q*)= 1侧2 i万)q , +w(q;)+a。:、(q‘)〕Jq‘}
、
、
了
护

O
U

厅
了.

0
口

/
‘
气
、

!
二
，
‘
了
!

叉a‘=0
i=1

对应的原哈密顿正则方程组的解仍为(3.77)式。

帆{维系统在天体力学中有广泛应用。经典的两个不动中心问

题，现代人造卫星运动中采脚的各} -a! -间轨道，如文娣(’V执桩)间

题，斯特思(氏e1’n)问题和阿克塞诺夫(AI}CegiQB)问题等邵是柳

全庄系统。

4J折特克(5七蕊cker)系统。比柳维系统更厂‘犷白、可分六贾星系

统是斯特克提出的。有些文献上你之为最大的可分离少_一:一介对;守

系统。一厂叮仍用定理形式表达。

定T?4  v,a.}斯特克定理)保守系统的价公倾!一爪欺如只介一方里

对项，则它是可分离变量系统的充要条件为:存在、、、今一万时通数
五二(a;k)i，并且detA钾.P和“维向量`. P数、二:(二、)，井牢二:。积
2U k者rr只是一个一坐标9k的函数;仗得

A。二(via) p   we。二U(3.悉伪
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其中向量“二(“‘)
1
—U 为丑‘中对的系数，U为势函数;VL在

i= 1时为1,ik-1时为00

证先证必要性。设此系统为可分离变量，即其哈密顿一雅可
比方程:

H一令n
自k=1

可分离，解s二8(q,a)可表为

了as、2一_，。。，、
Ckk aqk)一v一a,         kJ, a1

S==艺00 k(9、，。)
落粗1

其中S、只含一个坐标q、及积分常数。‘，每一个S、中至少有一

个常数，但整个尽应有、个独立积分常数二;，⋯“。。代入上式可得

卫一n。、
n曰‘阵司儿
乙k=1

一U二ce1 (3.8力
气
、
.
口
厂

丫
，
.
一
曰
呈

口
以
一
巴
口

︵
.
口
一
.

户
了
“
锐
、
.

对。、取偏导数(注意U, c。不含二)知

夕。、一月肛二
k’I      (Jqk      a

a2;夕
9i aqk

=(入，I、
、~冬， (3.83)

沁
一
沦

洲
一
的

若取矩阵函数及二kaik)为

aik=-
aqk

a2S。

aai

它是一个坐标

dot

q、的函数，而且

且二一5"Y1一  a82⋯
aql即:

日, Q
止竺. n-det(S

色了扩
。。)

二l I夕:⋯p。d俄(6-1。。)

一般价况下p1 ..  *06 Pn都不为。，而且det(1..7esq)也不为0。容易看

出，(8, 83)式就是条件(3.80)中的第一式。

另外，由(3.83)式取4=1得

、叹一I。
夕.ti，.

J丘raJ    !L

as,

朴

叉 al Cie

a2}k
aa1 aq。

aZ汀。

二1

一-------一二cfI
N，v。几t. I，

洲
今
-
叮
盛

心
︵
口
一
︵
刊
U
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故从(3.82)式可得:

叮=al一Z   n1Ck2 k1会)‘
称厂。,r-li

二习c。!。厂VNkCk I a,   n -
k，I‘a笙k

o 2s。
aa,agk 一I2嵘)2-1j      (3.84，

即存在向量函数

av==(Wk)，wk==a1
a夕lra2s。
aq、ace, aq、

g。的函数。

a .'s生)
)a二，aq。

了
百
吸
、

1
一
2

~

其中。。只是一个坐标

显然，(3,84)式就是条件(3,80)的第二式，因此条件(3,80)是

必要的。

现证明充分性。若条件(",80)成立，即存在a i k ,, wk为一个坐

标q。的函数，并满足(3,80)式。故有下列关系:
几

习。，，“。二I
抢.1

习a‘、Ck=0  (2>1.)

习 Ck叨。二口

则哈密顿一雅可比方程(3,81)式可化为:
愧”/，.q\么”n住憾

号一瓦G1'.{~书井)一叉C lc 2V Ic=二:习a, .,c。十习二‘习久，几
L  k=1\O'梦k，k=1              }0}=1‘“2    de‘1

其中ai C 2二2,⋯”)为任意常数。此式按k整理即为

见c,L
k‘1

子习r，1色‘

!一上.一『牟
L\刁6万气万弃 ih0Y、一:VicI一。、3。8:)

」

此式中每一方括号内的量.只含一个坐标qk(S除外)，P--,-r"I北也可以
作为分离交量处理。

令

81=戈S k(，。)
k.1

一8s}`};88一



代入上式后令每一方括号为0，即可解出

.qd
、
，
扮
产Sk(gk，·fV2(wk、 习CL‘。at

相应正则方程组的解为:

J
r
.
.
1
.
，
夕

p;v一askaqk '民一，+ asa or,
as，:、‘、

Pi=~又一-k`t,--> 1.，
口a‘

(3.86)

于是定理得证。

关于哈密顿一雅可比方程的解法，还有不少研究。近年来用
孤立子(Soli七on)来解有所成功，但并未扩大可积系统。

正则方程组原则解法之一的柏松方法，在天体力学中还不大
成功，在这里不全面介绍;另一种正则变换方法将在以后讲述。

第七节用哈密顿一雅可比方法
解二体问题

在天体力学中，用密哈顿一雅可比方法能完全解决的还不太
多。本节用于解二体问题，既可作为例子，更重要的是介绍给出
在摄动理论中广泛应用的正则根数。

从第二章知二体问题相对运动方程为

、
.
尹

厅
了

Q
U份

八
O

了
策

j
了
.
.
j

-)

r一琴=0I1
r,

:·牛，，一。(M+，，
-)

如以太阳和行星为例，犷= (x, ?!, x)是行星的黄道直角坐标。可

以改为球坐(r, o, a)，其中O, 0是黄经黄纬。若略去行星质量因

子，行星运动的动能为



."   1 -> a
义，二一二‘一r.犷 =冬(补、n,2、Z2}

乙

用坐标变换

二二TCOSOCOSO，v二rSin(Gcosa，。=rsix}.8     }r},)

即用q二(r, (p, 0)作为广义坐标，则有

T二一互(r2 + r2c0 2ec 2 +  r2 V 2).口二一生
2一‘一‘r

容易验证，符合柳维系统条件，可用分离变量方法解出.
q对应的广义劝量尹为:

，，一aT=子
ar

P2·a T·:、520
a必

P3·aT=r2乡
a8

(3.89)

、
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
l
e
e
.
r
十
.
1
1
了

由此可得

万一少一口=生「。，:十
Z L一‘

p22
r2co}2.

,P, 2
尹3

门，一一一二~一

犷
1一兰
」r

相应的哈密顿一雅可比方程为:

aS
一一气~

a云 专L \ ar1
aS 21了

+一，户‘二二二.一
Vcos`d、

a

刁,/

日S
a

i l as、“I
十r2 t a9~1」-

It

r

二0

由于11中不显含云和坐标势，故可记S为

尽=一a; t+a3(p+81('r'，0)

代入(3.90)式，并可化为:

(3.90)

(3.91)

2alr2+ 2二一(}1s/)    2U一(一}C} /一)   2+·、。
此式已为分离变量形式。

L个令
S,

因左端显然为正，故可设等于常数alt s

二s, (r)+so,(0)



‘岌入可得分离后的两个关系式。又因^'1.9s:只有一个变量，偏微
商可改为常微商:

2alr2+2Pr一’(d}}l                           )2dir __2一a2

dS2了迪
\d

\2

)+a2,-,eO   2a3“一a22
即可得:

V 2 air“一卜6}    r一aZ2a2一dr)
r}

!(3.92)

，
r

厂
!
J

一一尽

斌a22一a3`}uc20 d.0
O

厂
.
.
J

一一
2尽

相应的

s=一alt+a31,0+81+尽:
于是二体问题的解可表为:

(3.93)

l" 1二

P2二

夕3二

以及

r' 1=

即

即

即

二as,
犷二一竺止一三一

a，’

r2cos20必=as
(3.94)

、
.
.
.
.
.
.
.
.
l
r
l
.
.
.
.
1
，
.
.
.
.
矛

一2A                    as2
11一以=一_

ad

反
心
-
丁
又
月
一
去
夕
‘
f
灯
一
一
厅
︶

︵
口
一
︹
口
色
0
-
、
力
︵
d
又
口

as
巧

a仪I

=一云十

_as1
aaZ

二0+-

as aS2

P=2一、~~一~~~

dty.

as

一U兰1十一y ^-' 2
aai    aai

A
十—二一

a a.g

}
(3.95)

吕
一
a

︵
口
一
八
口

as
1-3=一二.-

d仪3

下面针对椭圆运动情况，具体讨论(3,95)式，以便求出a,夕同轨
道根数之间的关系。

S，是对，的积分，在这里只要不定积分就可以了。但若取适

当积分下限，可使问题简化。因犷为向径，在椭圆运动中有最大
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最小值，设为r:和Ti;可取r。和r;为((3,92)式中s:中二次函数

J=2 alr2+2 Pr一a查=0
时两个根。由根与系数关系知有

2
，.，_尸，，__aZ-
，’I T'，2一一—，，，1-12一一下n甲-

al乙al

但椭圆运动中，近日距r1 = a(l一“)，远日距r2

关系:
_11_/二下了不厂一艺2

a,=一二二-.a2=vpa(i一e‘)
2a

即a,., a:又同a,e有关，且al<0。于是有
v=(一2 al) (r一r,,) (r:一r)

(3.95)的第一式为

《3.96)

=a(l +e)，因此有

(3.97)

.，_as,__(’rdr   air「甲爪门
口，十‘=一=.—一一—一e~一一‘乙-.

a“，i，‘斌v   aai L r」，·，:

但因r:为V=0的一个根，故上式第二项为。，可得
.‘_l(

p:+公=~一一二二二二二==二I
‘/__。_.!
`}一G CC 1 "

rdr

，，V/ ( r一TO(犷:一r)

1J, (3.97)代入，并令

r=a(1一ecosE)，9=n2 a9

则上式可化为

”(fil+‘)·丁:(1-- ecosE) dB
二E一esi.nE

此式即开普方程，并有

P                  , 二一r 二mo`n C3.98)

再从(3,95)式的第三式知

A，。户a iseC'纪e
P3=W十一下厂一一二梦一!一/=        0二=二             n==         n;7,

O' a3          J 0va2‘一a‘ 3s e u`夕

__价p
夕石洲



一。一18_     see 28dO一_竺二_
J。/。，_么_、_芯.。。

‘/士丝止一一C,t 8一一tg‘夕
一丫_2口

仪3

介因根号内的量不能为负，故有

az>a3

可设辅助量0为:

a 2一2a3二时七go

a2二(f,3。“2少 (3.99)

代入上式可积出:

。__，。_「“
尸3一丫i

J0

sect)d)

,/t卿’二’!'b么沙’
。一ar。。in(~t,`- 0ar ccl Y1 ---    ,

、tg尹，

，;一/，!.。、一tg8
Flu `V一N3’一tgo

(3.100)

因lsin(O - P3) 1 <1，而8为黄纬，只在工，工V象限，故必有1BK
0;但黄纬极大值就是行星轨道面对黄道面倾角感，可取0二感，即

a3二azcOS2 = ,/lea (1一。2)”’ cosi    (3.101)
3C.从(03,100)式知，黄纬0=0时有

sin(势一月3)=0

此时行星在交点上，黄经应为Q或口+尤，故可取
月3=Sri(3.102)

<3,100)式即为行星黄经黄纬同轨道根数S2, 2的关系。
tg 9=sin(势一Sa)tg2，

最后从(3,95)式的第二式有
吕
-
a

︹
口
一
八
口

+一

Q
口
一
以

八
d
一
﹃
C

一一
2

0
口
‘

二_。。犷’卫rf
一“J，:T斌 v

0 "W 1
d“:

。/—-I        re闷月
I v W 1         -L_，_君甘甘_____
i~ee一一二‘!’“2!一下二=干==二=育于=嘴丽

}.,犷 , r w r 1 J QVGYf一a3骂e。“a
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=I,+12

其中第二项应为。，故只有两项积分，记为11.1几。但I:可化为:

-T2二 f 0    a,黯Oo }/a22cos20 --- a32二
arc ,-T n(黑~)

广e。。一r」R

1-一之华一兰竺竺一一
Y。V sin22一silo z0

即

sino二s}.TI T 2`}3.},17,

但从图3.1( H心天球)知3X为去分点，xA'

(3。1,03)

为黄道，N.P为几卜

行星轨道，N, P为升交点和行星位置。在直角三角形NPD中，
2}.

PIV二f+    o) f PD与ND垂直，故PD = Oi角即为行星轨道对黄道
的倾角。由正弦定律可得

图3.1

sin8=sin(f+。)C!M

与(3.103)式比较知

I:二f+。

另外
户rj_.’户

-r                 I        aIr                    /Y'm       I

11=一a2!M=i甲 VL `
J r1，、/y丫一2ajJ

(3.104).

dr

?，*',/(r一犷;)(。一件

二一fE VT--e dE
do(1一ecos刀)

sin f dn:
SillP- j

E
0

f
J

一一-
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又由第二章习题9知，上式即为

因此

，厂1，，

上，二一J。。J二一T

p:二f+。一J二。

这样得到了用正则方程组解出的积分常数

忱，“，感，口，。，:的一等价关系:

(3.105)

a,同轨道IIk数

、
.
产

八
O

n
U

，
上.

乃
O

了
、

、
.
.
.
.
.
.
‘
r
.
.
.
.
1
1

a,二一

a2二、/

Za’

pa(1一e2)，

月，二一r=

p:=。

N3=口

M_o
n

a3了pa(1一e2)cosi

、
，
产

几
匕

八
U

，
上.

乃
O

1
!
(

，
三

0
0
.

CL二一9
2a,

口二Ps

._厂. 2 al crq.2
口一飞/I十—一三一一，

Y           p

坛二arc+:;o.卫兰
a2

。=N2

m o=f'1" 1=
(一2a1)3/2.

户

侧此称ai, i8‘为正则根数。

在有摄动时，轨道根数是变量，故用正则根数作变量就是一种

正则共扼变量。

第八节常用的几种正则共扼变量

现在以上节求出的椭圆运动的正则二限数ai, p‘出发推导出几

种常用的正则共扼变量。
道。德洛姚变量。是保留正则根数中的a2,

耐七叮。代件Pi s这样就把近点角中的时间t,

二3，}2，fi3;用万

隐·含在变量中。

一9Jr'



。，月为旧变量;新变量为Qf Pf其中五个都已7-o，只有Q:未知，记
为Q、(a;，月、，云)。即变换为:

Q1==Q1(Cc z，PI，t)，P1=m=

Q2=Cf u，P2=P2
Q3==a3，-P3=P3

(一2a、)3/2
群

(云十P;)

系

7
)
关

1
0
有

3
.
于

(
由现按第四节的定理三，选取函数8二名(a.}P`tin

asaa2一P2一尸’
asaa3一“3一P3
斋一”1一P-"'Pi(一tai，一’，2一‘

故可以取

S=a2P2+a3P3+ppl(一gas)一““一alt
这样可保证原来五个变量符合要求，而且

(3.108、

。_as二，_、一。，。/一
`Czi=二丁石一=P‘一乙a,)一‘一=v Pa

口厂1
(3.X09)

根据第四节定理三知，此变换为正则变换，乘子为1,余函数

几=』旦-=。，_p二-
a云一‘2Q，“

(3.110)

这一组变量是德洛勒在研究月球运动时首先提出的，故称为德洛
勒变量。通常专门用b,9,h;L,G,H表示:

、
，
声

、
上

，
山

，
上.

O
Q

.
了
、

、
.
.
.
.
.
.
.
.
.
r
.
.
.
1
)

Q:=L=Vpa，

QZ=G=vpa(1一6z)’，
Q3=H=了产二(I‘护)cosy,

b=M二尸1
9二仍二PE

h二p=.P3

2.推广的德洛勒变量。因为很多天体的轨道偏心率0和轨
邀倾角2都是小量(如大行星及大卫星)。在讨论摄动时，常把有
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关函数展开为。和sin叮 2的幂级数。

小量，在展开时有些方便。

容易看出:

口一石=一%/瓜(1一V1-- E1-

故若直接把某些变量作为

工已2
一一........

1十斌1一护”
.

H一G=一G(1一cost)

在。，感为小量时，它们都是小量。

=一2 G Sin2-竺
2

现设新变量为 五，，G'，HI，a"，gr;
hla

用第四节的定理三的推理2，选函数S= 9(I, 9.0h,LIPG',_at}
为简单的线性组合形式:

S二一IL‘一q(五‘+G')一h(五‘十GI+.g`)  (3.112)
可保证

、
1
尹

，
O

，
.
-

，
土.

几
O

‘
了
、

、
、
.
.
.
.
.
.
‘
.
.
l
e
e
了
1
弓
.
1
.
.
.
.
.
.
，
了

L二_8RC
~.一~、

al

G二_as
，如~~‘~~

ag
万二_as

飞}ti

=L尹

二Lf+GI，即G‘二G一五

二L'十GI+.H'，即_a/=H一G

相应有

、
.
.
.
.
.
.
!
!
1
‘
，
j

_as
a五尸

as
=一aG1

二乙+夕+h

=9十h (3.113)

as
hl=一一一骂，二h

a且/

新变量由生成函数s导出，相应的变换是正则变换;乘子仍
为1，而s不显含云，故余函数为。。这组正则共扼变量由德洛勒
变量的线性组合得出，故称为推广的德洛勒变量。

3.邦加雷变量。邦加雷在三体问题研究中，为了避免过多
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勺变量，提出一组正则共扼变量，仍由德洛勒变量组成，定义如

一厂。

、
，
J
.

浦
任

，
土

嘴
1.

叮
口

了
、

!
了
|
.
，
‘
尸

L l=Ll=石，

G，二了一2 GI sing

li=a/

‘，g，='v/一2G'cosg,

HI=V，’: .211'1sinhl，h;=训211一一。oshl
这个变换一可用第四节定理三，取生成函数

S==L11 I+Glarccos
./

9

二24'
+一91、/-- 2 Gl -- _9 't

2

+Hlarccos hl
斌万211/

h，，一--.} TT 0--       7-    t)

十寸N/一l -n‘一“‘-

(3.1].5)

即可得

、
、
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
!
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

=乙，

二arC

二arC

=Z'

COS

Cos

91

了万百-(V-
hl

VV- 2-H
(3.116)

=亿一2G‘一912

子
碧
器
业
脚
兰
a
g
l

一
一
一
一
一
一
-
一
一
一

犷
g
’
j
&
，
及
伏

刁S，一
且，二一入一了一=V一艺丈丈‘一几1“

口lbi

显然(3.116)式与(3.114)式是等价的。因此利用'3.4定理三知
( 3.114)式为正则变换，即新变量Li, Gl, 1-11, Z1, 91, h，仍为正则

少、扼变量;变换乘子为1，余函数为00
上面两种德洛勒变量是最常用的正则共扼变量。其中2，99

h1或I/ J, 9/.f hl是角度，又称为角变量;另外三个L, G,刀或刀，
夕夕汀‘又称为作用变量。
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第九节正则变换概念的推广

I面讨论的正则变换，都是等维空间之间的变换，而且不涉及
自变量的变换。在现代天体力学中，有时要遇到不等维空爪之间
的变换，而且变换后的新变量仍为正则共扼变量。另外也要遇列自
变量改变情况。本节就是把上面讲过的正则变换推广到不等维以
及有自变量变换的情况。

等维空间中的正则变换，变换前后的解集是一一对应的，不等
维空间之间的变控情况不同，变换前后的解集一般不能一一对应，
一个解集只对应一个的子集。

1.增加空间维数的变换。对于正则共扼变量(q, p)和哈密
顿函数H二If (q, p) E C(2)的正则方程组

q=Hp，p=一_u q(3.117)
其中q, p为”维向量。对于H显含时间云的情况，将在后面一
起讲述。

现在作变换

p=p(u，v)，q=q(u，v)E C(2) (3.118)

其中“，公为m维向量，而。>“。用此变换可将p, q的哈密顿函
数直接变换为

.....-..............

H=B(u，v)=H(q(u，v)，p(u，v))(3.119)

雅可比矩阵PUP PV, qu, q。都是nxm矩阵，p筑叮，p Tv⋯是。xn

矩阵，因此它们之间可以取乘积pup万，qu此，⋯成为”X”方阵。

以H(u,ti)为哈密顿函数，可建立正则方程组:
-.一

v二丑“，u=一-b (3.120)

若此方程组能解出:
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9)==v(云)，u==u(云)

现在讨论此解集与正则方程组(3.117)的关系。

定理一若变换(3,118)式的雅可比矩阵PUP pv1
下列关系:

(3.121)

qu， q。满足

、
1
，
.
1
怪
!
少
」

pupv一pvpu二qugv一gvqu二0

pug;一p。  Tvqu二刀
(3.122)

则(3,120)式的解(3,121)式代入(3,118)式后得到的

q=q(t)，p=p (t)(3.123)

是正则方程组(3,117)式的解。

证根据变换(3.118)式和正则方程组((3,120)可得:
...一一

q=qvv+quu==qv万。一qu万。
⋯

....一~..曰...呻，....

p二pvv+p uu'二pvn。一!` URv
(3.124)

....目..州.，....一....

但由H=11(，，v)二H(p,q)得
....曰一

Hu二qu11q+PT _ffp
勺口.....

_av=qv万。+PT万，

于七入(3,124)式可得:
.

g=(空。空T(gvqu一qugv).F. q,+(qvpTu一qup"v
.

夕二(p  Tvqu一p   Tuqv。十(p v此一pupTV)Hp
根据条件(30122)式，以及

q。夕          TqvPu一qup7v=(夕。T(puqv一夕。T)TI)vqu=ET==E

即得:
二

q=.[Z p，p=一.Q q

故定理得证。但2m阶方程组(3.120)式的解(3.121)有2。个独
立积分常数，把它代入(3.118)式后所得的函数(3.1.23)式也含2m
个独立常数。可是根据p.0 q的初始条件，决定了2。个常数只满
足2”个关系式，因此也只有2”个独立常数在解((3.123)式中。
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条件(3.122)式实际上是柏松括号表示的正则变换条件，对应

的乘子为1。只是柏松括号是2”个变量ps, q对2。个、，。的偏
’导数。

这里的结果只是说明2。维正则方程组(3.12的的解(3.121)

式在通过变换(3,118)后，并满足pp q初值条件的解就是原正则

方程组的解，但反过来并不一定成立。因而所得解集只能说是原

方程解集的子集。

2.自变量的变换。现用增加维数办法把显含自变量云时，变

几成不明显含云的情况。即把非定常哈密顿系统化为定常系统。

若原方程

q = Hp, p二一Ho              (3,125)

为非定常系统;p, q为”维向量，H二HGt,p,q)。我们现在定义新

哈密顿函数

H二H(q0，p，q)+PO(3.126)

其中q。二t, p。为q0相应的正则共扼变量。由此可得新正则方程:
.一.一

q。二If p0=1, .po=一万。。
二

q二万，=--' p , p二一万，二
二一Ht I
一Ho了(3.127)

显然(3.127)式是2n+2阶方程组，对应正则共扼变量(go, q)和

.(p0,川，而且成为定常系统。下面给此方程组与原方程组(3,125)

式的解之间的关系。

定理二设方程组((3,127)式对应于初值:

q(0)，p(0)

qo(0)=0，po(0)=
1C3。128)

一H(0，p(0)，q(0))J

的解

q=q(t)，p=p(t)

qo=qo(t)，.po=po(t)
} (3.129)

则有:①方程组((3,127)的解(3,129)式中q(t),p(t)。也是原方
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程组(3,125)式的解。

②qo(t)==t，po(t)=一刀(t，p(t)，q(t))。

③万=常数为(3,127)式的一个积分，而且有
万=0

证①显然成立;②

all
dt

可利用关系

止竺仁一二万。
为去

介口

直接可得。又因万不再显含自变量，故从定常系统(3,127)式可
知豆=常数是一个积分，但由初值条件(3,128)式知

万(0)=p。(0)+H(0，p(0)，q(0))=0

故③得证。

现在讨论自变量的变换。设新自变量:与旧自变量云之间关

系为:
ds

一，1 L=WUo，qo，p，q)
住石

(3.130)

再定义一个新哈密顿函数

H=二H=w〔H(qo，q，p)+po)

由此可建立一个新正则方程组:

C3.131)

dqds·N11 p，dpds

dqods一NHP。，dpods

=一Hq

==一Hq。
(3.132)

、
、
.
.
.
.
1
.
.
.
.
护
.
.
.
.
.
.
.
.
.
了

对此方程组，可得下面两个定理。
‘，与J

定理三H=常数是(3,132)式的一个积分。

证因有

dH=一a If、N_        dH}  q+"'。  dpJ-J- D、N1--L cr_dqo、NH 'D。dp,m7
dsas’·ds     91 ds’u  Cls‘u                                                            d+S
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但刀不显含。，故第一项为0，后四项利用方程组(3,132)式可得
N

总和为0，因此H=常数是一个积分。

定理四若取t=0时“..__  0，并取((3,128)式作为方程组
(3, 32)式的初值，对应的解

qo(s)，A(“)，q(s)，p(s')(3.133)
由qo(s) = t求出反函数“二。C});代入上式即得表为t的函数，它
就是方程组(3,127)式满足初始条件(3,128)式的解。

证由定理三及初值条件可知，.H'=0，即

H(go(s)，，(:)，，(。))一1云 (qo(s)nn，，。(。)，，(。)，，(。))一。
.口

(3.134)

方程组(3,132)可化为

!
十
l
w
e
w
e
Z

口

...-....................

二H，二wIlp+I1'叨，二w_g p

=一H，二一2U万。- Hw。二

一w万qo

一叨万
(3.135)

向
︷
d
s
仰
︷
d
s

dqods一w_ffpo P   dpods二
再肚‘与t之间关系((3,130)式，上式化为

.
.口.....

q=Hp，
.

.........侧曰

q0=Hpo
一豆o

一Hq。
这就是(3127)式。于是定理得证。

第十节用李氏级数表一示的正则变换

在第四节中讲的隐函数形式的正则变At.P在天体力学中有广
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泛应用。但因变换中新旧变换相混，也带来麻烦。在很多理论和

应用课题中，变换为显函数形式更方便。在有小参数的力学系统

中，用李氏级数表示的正则变换即是显函数形式，又在解法上具有

一定优越性。特别在掘源一郎(G,13ori)和德普里(A, Deprit )分

别在1966,1969年提出各自具体方法后，得到普遍重视。本节着

重介绍李氏级数性质和由倔源一郎提出的方法原理。

I.李氏级数定义和性质。由于要讨论收敛性，故采用复变函

数。设，为。维复向量，其分量，，，。:，⋯，。为复变量;F(z)为复函

数，是在某一域B内的单值解析函数，则在域13内任一点.}'的邻

域内可展开为，‘的收敛幂级数，并可设P为原点，不失去一般性，
vp

co   co

F(“’一。11x0⋯‘1]an-'0‘，，:⋯‘·气“““‘，⋯‘·‘·
压.，

!，‘I<P‘，P‘>O，(2==1，2，⋯，、)
}C3·136，

F(z)在闭域1 zi I <Pi(2二1 ,2 , --- ,n)上有上界M，则有

}“‘:‘:⋯:。!。:‘;。:‘2⋯。。‘n<m
若设

bil‘:⋯，。
M

to1y1P222。一p，‘。
则

I ai，2 r"i n I(bi.1::⋯‘。
j bil，二作系数构造一函数

(3.137),

“(“’二晓不m}_  z1              1_          z2          }__  z;P1                          Pz               Piz、
.00(

。只’‘’‘只bt1/2一“1‘1z2i2⋯“·‘·‘
舀二砰

I ziICpi,(i=1,2，一二)产

C3.138)

G(z)就为F(z)在哥西意义下的优函数。并若
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!“‘!< yiC夕‘(感=1，2，⋯，“)

则有

!尸(，)!CG(y)             (3.139)

此不等式可推广到任意阶偏导数，即

1atF(苟、粤、alG(y)，，，/。，/-}之舟.一《一哭兴延一，!“。}<yk<Pk
.azk一。yk”‘“’一“‘“一‘’冬(3_140)

k=1，2---n，Z=1，2，⋯

同样可推广到微分算子。定义线性微分算子:
。nc-}二，_、a
刀=山  /G八21，二丁-

‘.1          azi
(3.141)

其中hi(x)在域lzilCP‘内为“的解析函数。用一上面同样定义

hi(x)的优函数，只是一L界记为Ni。则算子

月.lz-一,
/，:二二》
口.口盆-i

‘侣1

Ni

(卜?Ii )(lPi一y2 )... (P2‘一yn -)Pn
!:;I <Yi<Pi，2=1，2，⋯”

a

ayi}
(3.142)

称为D的优算子，并在上述域内有

1DmF(u)!(jmG(V)，。--= 0，1，2，一((3.143)

M=0时即为(3,139)式。显然，函数F (z), DF (z), DLF(z) .-D

(刀尸(幻)，⋯在同一域内都是解析函数，定义李氏级数如下:

co竺DmF(z)                     (3.:44)
仍=o  T2

、
、
.
I
f
产

口
.
二

+刀

定理一上式定.义的李氏级数在域

1“‘}<Y< p，(z=1，2，⋯，“)
、
、
.
，
厂

以
﹂
p

一1
一

了
百
龟
\

ftl《 Pq

(q+亘)N

(3.145)

内一致收敛，其中

P=Min(Pi)，N=Max(Nj)，O<q<1
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因此在F(z)的解析域B内存在一有界闭域B，及一正数T，使李

氏级数(3,144)式在B，内任一点及}引CT时，绝对而一致收敛，

为:;及云的解析函数。

证取 G(y)=
了，_y 1n
吸1一一一一夕
、p，

(3.146)

为正实变量y的函数，相应取算子
Na

口=—-一，一二一一一一二产一—

(1一Y/ P)‘，ay
(3。1.47)

其中万，p为定理中定义相同，YCp;则在域!”‘!成YCp内有
!DmF(z) I戒 .mG(y) (3.148)

直获一计井二万知

刁771G(y)二 (n;n+1;们;)-AT歹招
(1‘一y}P),}(“十1)+npm

「)，(n; d; 7n)二”(n + d) (n + 2d)⋯〔(n + (m一1)d ]

(3.1.如)

粗据级数判别法知，级数
二tm一”，

m=p m 1刁’坤廿(9) (3.150)

在(3,145)式所给的条件下绝对收敛。又从优函数定义知李氏级
数(3.144)式在同一范围内绝对且一致收敛。再根据波雷耳

(Par el)有限复盖定理及维斯特拉斯(Weierstrass)关于一致收敛
级数的定理，可知李氏级数zE A ,t<T内为:‘，云的解析函数。

由(3,141)式定义的算子D有下列性质:
①DC.fI(z)+f2(:)〕二Df 1(z)+..V, f 2(:)
②DC.f1(:)，厂f2(:)〕二fl(:)双厂2(:)+厂2(:)Df(。)

⑨Dm仁。，f,(:)一:一。:.厂2(:)〕==。:D机,rGIDmfl(z)十。2}- m-}2-}}  J 2(幻
其中“;，C2a;为与/无关的常数。

桃

④.gym C .f 1(:)f.(z)卜轰心沙f;(z)Dm一“ft(0)，
希留1
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其中TA沛为-.i1数，

尸'm一
甘无一

且组，合

m (m一1)⋯(m一IC+1)

利用上面关系容易证出下面李氏级数的性质:

.二了ra

益一”“丸(“’+02
00七，，‘

畏n D"'f 2(z)OO万口

=oa带 -D=o〔01，，(:卜。2:2(:。:

00m=p盖DmJ,(/)小〔00m=Q盖玛2Dmf(。)
一00 tm}mmf。:，(:)、2(:，。

:
一
(
3
.
1
5
1
)

下面用李氏级数定义变换。用zi表示旧变量，定义新交量
么、为

2‘一fi(，，”，·急盖D'azi (3.152)

显然f:(古，幻在t =0,z‘二a的邻域中为。‘及t的解析函数，并有初
值

(zi)‘_。==.f <o，幻=，‘(3.153)
则这样定义的变换有下面重要性质:

定2D若F(z)为。i= 0邻域内的任意一个解析函数，则
八么)，也为rz Z和云二a邻域内的解析函数，2即由(3,152定
义。旦有

OO

F(2)=r
饥二0

tm二一、。，。，
一一—1 J)"vli又名)

证容易证明，当F(Z)为:‘的多项式时，(3. 154)式成立。然

后再推广到1'(o)为:‘的解析函效，即表示为，、的无穷级数惜
况。
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定理三若:二(::，，:，⋯，。)为算子刀的解析区域内的一点，

则满足初值条件(3,153)，并由((3,152)式定义的Z,0 =1. ,2，一，

怜)为微分方程
dx;，，。、，__

dt}=几‘c人)，侣=1，z，””” (3.155)

就:Tf.PTd一解析解，其中云为自变量，Z‘的初值为“。

证将((3,152)式两端对t求微商得
t仍一1

(m一1)1

co长琳__

D'z‘二习井下D气Dzj)
仍，o IM 1

里一Dmh‘(x)
m!

=h‘(Z)

工

0
0
习
﹄
0
0
习
卜

一
-
一
一

U
一
d

d
一
(

拱据微分方程解的唯一性定理，za为满足初始条件的唯一解析
解。

定理g  Z=. i(t,z),f‘由((3,1_52)式定义，满足驻定条件。
若叭二}}(t} ,z)，则有

Z?.=fi(t$，。)=J，(tl+t2，，)(3.156)
证-> Zi = f i(t,z)为定常微分方程组(3,155)式的唯一解析

解，因而满足驻定条件。
定理五(3,152)式定义的变换Z:二.fi(t,z)的逆变换为

cc

，‘=fi(一t，Z)=E
仍.4

(一云)仍
饥!

...--曰

乃仍只，
曰‘一z (3.156)

其中算子D与刀相同，只是把其中的zi--),.氛o
证利用定理四，取

Zi=.f‘(云，:)

则

ff(一t,Z)=fi(一云J，:)二.fiCo,:)==It

故定理得证。

2.李氏级数表示的正则变换。设qpp是互为共扼的”维向



量f YD'二W(q,p),.f =.f(q,p)为q, p的数量函数，定义算子L，为
Lwf二{{f;W}        (3,157)

式巾{介W}即为变量q， p的柏松括号，L二就称为(由母函数评生

成的)李氏导数，是一个微分算子，与(3,141)式定义的算子D同
样形式。因

T-，_n,qc-, I aw a.f  aw a_f、
AJW J‘L吸下万二一一二.甲，-一一二一，一-A一   _，

‘二1\d夕i   oq‘dq‘dpi，

_n了aw   a
=Li吸一又二一.一二二甲-一
‘.1\dpi   dqi

aW一a-立~、f
aq‘api/“

即

Lw=习 了弓平a       a评     a、
t--一一二一-一一一二，--气二—1`S_1051
\dpi   dqi +dq‘dpi，

若W , TT为q,p的解析函数，则可导出下列性质(.f . J为To
p的解析函数.9o1:C:为常数):

LW(Olf+C2g)二OiL二f+02Lwg)
Lw(.fq)·fLwg+gLWf}
Lw { f;g}一{{.f;五二gl十{L二介g}}
LwLv = LPL二十Ljv;二;{

(3.159)

其中第三，四式用柏松括号性质可证出。另外若定义
Lwf=f，Lwf=LIY j，Lwf=Lw `Lw f )

Ljv f=L二(Lwf)⋯

反复用(3,159)式性质可得

L二(fg)= (3.160f

、
，
.
.
.
.
.
.
.
盆
.
l
s
e
!
e
e
.
1
.
1
.
了

L，。(Olf+0zg)=01Lwf+02 L二y

nk -ICn                              k     n-OkLwfLw““
玲抢份.抢

马{f;gl=E Ck{几f;L;v g}
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根据这些性质，可以按(3,144)式，定义算子Lw和参数。的

李氏级数，并少兀指数函数符号:
CO

exp (.eLw)二叉 止二Lw
?’乙丫

(3.161)

、
、
l
l
f
，

利用(3,160)式的结果，容易得出有关李氏级数的性质:

exp(eLw)(elf+(12)二C1 exp(eLw)f+CZexp(eLw)9

exp (sL,)(fg)=[ exp(cLw)f〕[ exp(eL二)9〕

exp(EL二){f; 9}={exp (eLw).f ; exp (ELw)9'}

.(3.162)

下面用李氏级数(3,161)式对旧变量q.,p进行变换;用Q，P
记新变量，定义为:

Q = exp(}Lw)q,P = exp(ELw)p      (3,1634

容易证明，这是正则变换。因q， p是正则共辘变量，对自身的柏松

括一号有

}q:;qj}二4pi;p分=0，{q:;pj}=6‘，

故利用性质(3.1一62)式可得:

M s Qk}二e二 p} FLw)Iii;qk}二0
lpi 1 Pkl=}J.   .p(eL二)lpi;Pkl=0

IQ‘;Pkl==exp(。}.1二)1qi;Pk}=6、。

此表明(3,163)式是正则变换，而且乘子为1，不显含时间九故为

完全正则变换，哈密顿函数不变。变换完全是显函数形式，母函数

W=平0.0川也是显函数，成为重要特色。(3,163)人就任一种特

殊的李氏变换。利用定理2可知，对任一解析函井_厂仁穿，P经
变换后有:

.f (Q.9 p)二exp(eL W) f (q9 P)      C3 , I6}- )

现在从两方面推广。一是原哈密顿函数刀和母函数W都显
含时间t;二是if t w及J都显含参数eQ

含白变量云的情况可根据上节的方法，把时间古作
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为go，相应的共扼广义动量po一H(q，夕，0=一-F (q, p, q.).

则用李氏级数表示的2n+ 2维向量(gi.0pi)到(Qi,pi)(i二。f 1s?'

⋯二)的变换:

Q=exp(eL,)q，p=exp(8LW)p

仍为正则变换，只是新哈密顿函数_#-1' = .I-1'十-P o,即余函数

“一尸。一”(ELw) po一co E n·L,} _ 1E ni w
下一段讨论11 , Y iT及f含。的情况。

aW
(3.165)

3,掘源一郎(Hoyi Gen ichiro)的方法。从一李氏变换中，母
函数w并没有具体规定，只限定为q, p, t(有时含。)的解析函
数，可根据所讨论问题的需要来选择。

先考虑保守情况。设原共扼变量的哈密顿函数万二Ef(q,  j'
C)可展开为。的收敛幂级数:

弓)0

1-Y(g，p，E)=.Ho(q，P)+}a 8 kHFy (q，p)    (3.166)
k=1

为符号方便起见，把新旧变量之间的止则变换写为:

q二exp (ELw) Q,  p=exp(eLw)P      (3.167)

其中母函数W=W(Q，尸，。)为新变量Q，尸及参数。的函数，且可

展开为B的收敛幂级数:
00

W(Q, -P，。)=wo(Q，P)+到E“W、(Q，P)(3.168)
k=1

设新正则共扼变量Q，尸的哈密顿函数K也能展开为8的收
敛幂级数:

‘O

K(Q，P，君)=Ko(Q，P)+习。kn k(Q' P)(3.169)
k=1

用变换(3,167)式和关系(3,168)式，可将-T-1、展开为下面形式(准
到。”)

Ho(q，川=I1o(Q，P)+E I.IIO;Wo}+821110;};TT1}

十。31一二。;W2}十李{{、。;Wo} ;TIT7o1
乙
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�3
石

十—{{-H。;T,V l I;Vv 01。- 二一{1110
艺

;干z' 01;TIVI}

{{{万。;wo};WJ ;Wo}

6“1-u1;YY 1}

(3.170)

Q
自
:
3
;
一
八
勺

.
‘
8
-
!

、
夕
尹

1
上

叮
‘

1
生.

n
O

了
‘
、

\
|
|
|
|
‘
毛
r
l
，
.
‘
声
户

H1(9，r' )二-al(Q，P)+。1H1;Wo} +

1Z 2(q，p)=H2(Q，P)+。1H2，W a}

..g3(q，p)=-H3(Q，P)

式中右端所有H，都是在原-ak(q, p)中，直接将q, p换为Q，-PO

由于这是保守正则变换，哈密顿函数不变，H---K。比较两端;的

同次幂项可得(都是Q, P的函数):
K。二.moo，

K:二万:+

K1=万:+JI-1o;Tvo} (3.172)

‘”。;W1，+J-ff 1;Wo}+李I {Ho;WQl;
‘“。;W11‘+令{K1+H1;Wo}
‘“。;W2I+令‘Kl+HI;W1，

WJ

=H2+ (3.173)

K3二-U3+

+·李1.K2十H2  r) +贵‘iHI -- K1;Woi;wo r
(3.174)

因H。是已知函数，故K。二一Tr。已知。现要由(3,172)式确定

Wa和K1;由(3,173)式确定W:和K2;由((3,174)式确定V k, 2租

K3。如还需要更高阶项，可依次做下去。当然，由一个式子不能唯

一确定两个未知函数，这也为实际需要而增加某些条件的自由

度。

在天体力学中，天体运动所满足的正则方程组的万。都很简

单(.见第四章)，一般为。或只含一个变量。如果新哈密顿函数J" Yr

的循环坐标多，甚至不含坐标Q，则容易积出。现在就根据这个原

则来确定K、和Wko

把H:分为含Q和不含Q两部分:
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H，二HIS +HIP                 (3,i_75)
试户.C1.1，为不含Q的部份，其余部份为Hip，则可取

K1二.91。(3.175)
则由(3,172)式有

刀，，+{Ho;W o}==0(3.177)
这样已确定.C1 1，而W。可从(3,177)式解出。同理可确定..K2， -Ks,
YY 1 X:等。但(3,177)式是W。的偏微分方程，相应求T'V 1, w:的

也是，一般情况下求解很困难。下向是掘源一郎为解决此困难提
出的一种方法。

引入一参变量:，由于H。很简单，且不含自变量;故方程
dQ_aHo
d公a尸

，一般是可积的，设解为:

一些P二_allo
dT aQ

(3.178)

Q=Q(:，G)，P=P(:，C)(3.179)
其中0= (C.il r 02.0 ....9 02n)为积分常数。因(3,178)式为定常系统，
故必有一常数(如。;)可加在:上，故(3,179)式可反解出为

:+cl==f(Q, P)，cj=fi(Q, P)(3.180)
其中a=2#93&9 so* I2no

现在讨论新哈密顿方程组

dQ_ax  dp_ax
dt’一’...ap’，-dt一一泊奋一

由于K二H为保守系统，存在能量积分:
K二h(常数)

利用((3,179)，可把任何Q' _,C的函数化为:的函数

例如H1 (Q, .P) = -H, (r, c) = Ml s + Hl p
其中H:。为不含:的部份，可用平均法求出:

(3.181)

(3.181)

(3.182)

。，.1厂T。，、，
n，。=llm -示，I 11、气公，c)az

T-->Oo工J 0
(3.183)

对(3,172)一(3,174)式右端的所有已知函数都可这样分开。另外，
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WOP ' "  1'⋯等由(.30178)有
t
上
一
公

d
一
d

dQ.awo
--写卜一~个.一吮，T一一

az刁l-lo

丁
甲
一
r

d
l
一
d

O
一

八
口
一
︵
.
口刁Q

awn     a万。，Tom'
一一一下万下一-一., n==~飞丈王0;vv or

a. c                                                                                                               a呵

aWO一?矶
同理

dWk
dr

一{Ho;WJ

故K，和W。可逐次由下面步骤定出:

.K。二Ho
，TT二，一‘。TTT、d牙。
八‘二且‘·，一口:·:二一飞且。，F犷or _ ds Y

Wo=丁Hlpdr, H:一K、二Hip
K2--H2s+李{K1+l1 1;W o}。
H2P+合{K1+“ ;W廿，=一{Ho;W1}=

Wl=丁IH2， +几止、{K，+
2 二:;二。}·ldr

(3.184》

dWi
ds

(3.185)

-r;v3=H38+音{K1+ H1;W1} s 十令{K2士“!;Wo}·
*责{ {H1”Wo};Wo}。

H 3 .P+
1

2
{K1+万 ;W1·+合‘K2+H2,Wa}p

l
十—飞1.L1.

12
，，;Wo};Woe，=一{Ho;WJ= d平,

dr

H3P+令{K1+Hl ;W1}，+
1‘。.二了

一n飞八名+nZ;VV。全，
乙

1
十一{W,·;W of;Wo}·」dz (3.18的

这个过程可以继续下去，直到所需阶数;求出W。和K。为T的函
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数，还包含原积分常数。二(C19 C29 ...9 C2n)。然后用(3,180)式变换
为Q19P的函数，新哈密顿方程组完全确定。

至于非定常系统，可先扩充为2n+ 2维的定常系统;取qo --
t，对应的Po=一H(t,q gqpqEj=一- (go,q,p,})。新哈密顿函数

万·H(qo、，、，、。)+，。·Ho、00 。·。、(，。、，、，)一、3.，87)
万。=万o+Po

李氏变换仍用(3,167)式。只是母函数评=W(吼9Q9 P)可认为
不含Po，因此有

qo=exp(sL二)Q。二Q。(3.188)
变换后新哈密顿函数K也应为万(仍为定常系统)，故讨论完全相

同。后面的H。只是直接把其中q,，变换为Q，P。则相应的崛源
一郎的方程(3,178)式为

dQ。豆dP。豆
dz’一一a.

I。二-7o (Qo 9 Q.0 P) + PO，即有

dQ。
d公

dt二一a

=1

可取 Qo=:=qo=云
由此可知上面定常系统的讨论同样成立

:直接.换为时间古。反而更河单‘一些.

(3.189)

只是可把其中的辅助量

一I15一



习题

1.试列出人造卫星相对于随地球自转的地心赤道坐标运动
的正则方程组(只考虑二体几问题)。

2.在2。维相空间二到v的变换v=V(x,t)Eocl，中，P= YXa

试证de七P二常数(且不为0)是v = Y(x9灼为正则变换r的必要条，
件。

3.若2”维相空间之间的变换y=V (x,幻为x的线性齐次函
数，试给出它为正则变换的条件。

4.根据柏松括号的定义，试证数量函数F=F(p.0got)二常
数是正则方程组

二

q=HP，，=一HQ
的一个积分的充要条件为:

Ft={F;H}
5.同上题，若两个数量函数F, (p, q,幻，F2(p.9 q9幻等于常数

是上面正则方程组的两个积分，试证4F1 3F2}二常数也是积分。
6.第四节的定理三及各推理中，都是在乘子1-9二1情况下讨

论的;若p :k-- 1时，是否有类似的结果?
7.利用第三章第四节的定理三，试求出恒等变换相应的生成

函数S==S(q,“，t)。
8.同上，试求出广义动量不变的正则变换的生成函数形式。
9.试用正则变换证明雅可比定理:由哈密顿一雅可比方程

asat·H(q, asaq，‘)·
得到的任一全积分S---S(q,tx,t)(其中包含全部，个坐标q及”
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个独立积分常数a和时间t)组成的关系式。
as。_as

F二.一二:尸，尸二一下-
口q             as

所对应的q二q(a,P,t)P,p=p(a,p%t)就是原哈密顿正则方程组
二

q二HP,,v  p“-HQ
的解。

10.正则变换y=V(X,t)的乘子为p，试证defy二二川，其中
x, y是2，维正则共辘变量。

I' l.试讨论乘子为p的正则变换与乘子为一拼的正则变换之
间，是否有一定关系。

.0二

12.证明如,?中由( MJ  y.  0f  W p y, z)到新变量仕，沪，0, r,
二

r2cos2ecp, r28)的变换为正则变换，且哈密顿数不变。
13.说明(3,94)的三个式子的意义。
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第四章受摄运动方程

第一节‘一摄动和吻切轨道

现在只讲过研究夭体运动的近似模型—二体间题，虽然在
理论上已全部解决，但不能用于解决天体运动的实际问题。因为
任何一种具体天体的运动，都不是二体问题。二体问题仅能作为
一级近似。

以行星为例。某行星在太阳引力作用下运动，可看作二体问

题。但除太阳引力外还受到其他行星的引力，对所讨论行星运动

有影响，使行星运动偏离二体问题轨道。

除引力外，有些天体还受到介质阻尼，辐射压力等各种影响，

都会使天体运动偏离二体问题轨道。在天体力学中，把天体偏离

二体问题的现象统称为摄动，二体问题称为无摄运动。也就是说，

摄动是相对二体问题而言。如果不是以二体问题为基础，而是以

另外一些可积系统为基础，同样可规定相对于这种系统的摄动。此

可积系统称为无摄运动，它的轨道称为中间轨道。在天体力学，这

种以某种中间轨道为基础再讨论摄动的方法，就叫做中间轨道方

法。可惜成功的例子不多。绝大多数天体的运动，.用二体间题作

中间轨道仍然最有效。因此，如不加说明，天体力学中所讲的摄
动，都是以二体问题为基础。

天体P相对中心体N的运动方程按二体问题应为:
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.⋯

In r=一一ju m ->，或    ->,       r-- (r=一典一一-30r     C4.1)
'l u-一犷。

其中r =习万)lte二G(M+ m);M,。为S和尸的质量，G为万有引
力常数、在某惯性参考架下，，二(二，y,z)o(4.1)式决定的运动就

是无摄运动。

若除中心体作为质点的引力外，P
一)

点还受到其它力的作用，这

些力的总作用尸表示，对尸点产生的加速度用
运动方程应写为:

一)

W表示。则尸点的

今
盯乙犷=

产m

犷3

一卜一)

r+F (4.2)

二

寸_群亡.TxT
，’一一一A-一，’，.rr

rs
(4.2)

-)-争

这个方程组就称为尸点的受摄方程。F称为摄动力，W称为摄动

加速度。

按(4.1)式可解出(参看第二章)天体P的坐标和速度可表为

时间t和轨道根数(积分常数)的函数:

、
、
.
/

八
O.

J
住

户
r
、

吸
、
、
!
‘
吸
1
.
1
了

=a ,(cos E一e)
a2n

二一一sin
r

-)一‘》

P+a亿1一82 sin EQ
-}"

EP+ a2v 1一e2
r

，)

n cos EQ

令
r
·
今
r

其中”二

函数。

-~)一)

,gyp a-312 Y E一“in E二nt + mop P，Q为根数Q, W, i的

·令今

对任一时刻t, (4.3)式给出了此时坐标和速度(r, r)值与轨

道根数之间的关系，并可互相推算;在这里是只给出椭圆情况。具

体计算过程已在第二章第六节中讲述。

若有摄动存在，则要用(4.2)式解出P点的坐标和速度，与
一)一弓0,

C4.1)式解出的(r,r)有差别;记为
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.自

一争一争一)一夕

r+刁r，犷+刁r
·
分
犷
·
今

一)一)

在任一时刻云，按受摄方程解出的坐标和速度(犷+刁犷 +.刁Ir)

称为受摄坐标和受摄速度。与无摄运动方程解出的(犷，犷)之差:

dr和dr，分别称为坐标摄动和速度摄动。

按微分方程解法中的常数变异法原理，受摄方程(4.2)式的
解，仍可表为无摄运动方程的解(4.3)式的形式， 只是积分常数(或

轨道根数)不再是常数，而是时间t的函数。(4.3)就成为变量r,
.

一>

r同轨道根数((a', 8, }, }, Ct), M0)之间的变换。可用受摄坐标和受摄

速度在某时刻云时的值，具体算出此时相应的轨道根数值。这些棍

数值与初始时刻t。时的值不同;t时轨道根数的值对云。时值的增
量da,加，⋯⋯就称为轨道根数摄动。t时的轨道根数称为吻切轨

道根数，相应的轨道叫吻切道轨(为椭圆时叫吻切椭圆)。这是因
.

.)一)

为天体在云时对吻切轨道的坐标和速度r，犷值，与实际轨道上的

值相同。对初值为椭圆的情况，各时刻云时的吻切椭圆构成一个
一>

单参数云的椭圆轨道族，由于天体在任一时刻t时的坐标犷和速度
.

一)

犷值与在云时吻切椭圆上的相同。因此天体在受摄运动中的实际

轨道，就是吻切椭圆族的包络线。

建立计算各种摄动的天体受摄运动方程及其解法，就组成天

体力学的一个重要分支—摄动理论。

第二节正则形式的受摄运动方程

在直角坐标系中，若(4.2)式中的摄动汤或摄动加速度资是
梯度向量，即存在数量函数丑二R(x, y, z, t)，后面称为摄动函数，
有
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一.)

W二DR=

一)

F二MVR

aR aRah旦丝1
oz，

(4。4)

\
、
.
.
.
.
r
.
1
1
/

召
-
夕

a
.
一
八
口

则(4.2)式可化为正则方程组。就用直角坐标作为广义坐标
⋯

q = (x, y.0幻，相应的广义动量为夕二(。，y,。)，则取

万=H。一R二上(x2+  2l2+ z2)-
2

p。
一-工1 (4.5)

(4.2)的第二式可写为:
二

q = Hp,   .p二一Ho，(4.6)

如用球坐标(r,(P,B)和相应的广义动量(r, r2cos2 0乒，   r2 B )作
为新变量，在第三章第七节中已说明它们是正则共扼变量，而且哈

⋯

密顿函数不变。即若记Q= (r,p,.)， p=(r , r2Co's26o, r20)，则
受摄方程为:，

二

Q二-gyp, P二一Hq
H=H。一R

(4.7)

当R=0时为无摄运动，在第三章第七节已解出相应的哈密
顿一雅可比方程(其中q.,p为这里的Q，尸):

as.。，。。
一百丁一十且okIce, 0Q, J) = u

d否
(.}4.8)

解为

S=一alt+a3O+Sl+S2==S(Q，a，t)
并由此得到无摄运动的解为:

(4.9)

C4.10)招·一掀一一
0
口
.，

8
-
Q

八
口
一
气
口

一一P

其中a, p为三维向量，分量是积分常数，且为正则根数。
在R今。时，为受摄情况，a, p应为时间云的函数;我们可取Q，

“的函数就是上面(4.8)式解(4.9)式的S (Q, a, t )，根据第三章第
四节定理三的推理1知，
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韶一aaas
P二一头一，一p  =

口呀
(4.11)

为正则变换，且乘子为1，余函数为召‘，但(4.11)式与原来的解
(4.10)式只差月反号，即新正则共扼变量为前面的a，一户。新哈
密顿函数

万二H+ S‘二H。一R一H。二一R
因此，用新变量表示的受摄方程应为:

二

a=Ra，月==一Ra(4.12)

此式有普遍意义，用正则根数表示的受摄方程是哈密顿函数等于

摄动函数R的正则方程组。天体力学中常用到的受摄方程，很多
是从它导出，故有些文献上称为受摄运动基本方程。

根据第三章第八节中介绍的几种正则共扼变量，从(4.12)式
出发，可写出这些变量相应的受摄正则方程组:

l.德洛勒变量:9二(L, G, H), p = (z, g, h )受摄方程为:
.

..-...

q二HP
.p.....目

.H'=R+

p二一

产

2石2

豆
Y

(4。13)

2.推广的德洛勒变量.‘二(Lf, GI, V),厂二(z',gl,hl)，方
程形式相同，万不变。

3.邦加雷变量:万=(LIP Gl, I:[l) ,歹=(III q1, hl)，方程形式
相同，H不变。

对于引力作用的摄动力，因为是保守力，总是梯度向量，存在
摄动函数。故用正则形式的受摄方程是可能的。

第三节一拉格朗日行星运动方程

在天体力学中，常用轨道根数直接作为基本变量，所得结果比
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净
J
任

n
U
f

尸
!
了
、

刀
山
、
、
，
，
|
|
.
!
，
一
.
‘
‘
‘
.
J
了
叮

仍

较直观。

现用a,., a8.,...,, a。分别表示轨道根数。，。，店，口，

为a，ra,的函数，由第三章第七节所给出为:

则。二

一
协
臼
1

产
一
恤

矛
-
9
~

任二一

了一一一不艺尸丁了一
.，1，.乙仪lug

‘一V 1寸‘一，

11
14)

2二are cos a3 -
a2

Q二PS·

。二N8

m。二n}，二
(一2a1)，，2

JU

可根据(4.12)式用此变换成用a，的受摄方程。

因(4.14)式表明a。为a, f3的函数，且不显含t，则有:

a.·aamas·补asm+0
二aam . Ras一aamap ·Ra

但基本变量用a。后，R也应表示为a。的函数，
8

Rj}=习
s.1

刁a_
，J一。

ap

aR

根据函数关系有:

aas

aasapaas一?脚一aas
s

Ra=习
s.1

代入上式得

aas飞
as J

一

，
俪
一
。
。
.

a
a
一
动am二戴aR1   aam8= i aas  as·

aRS!一旦兰竺一~       In,，
‘‘曰_八，几一饥，
s昌1曰UY。

，.ro

as} (4.15)

其中{am; as}即为am, a。对于app的柏松括号，与第三章第三节所
给的定义一致，用关系(4.14)式可以算出全部柏松括号{am; as}o

根据柏松括号的性质知
{am ; am}二4，   las yam}二一{am; as }

故在。，“二1, 2,⋯，6时只要算出15个s>。情况的{a.; a8}就
行了。

取。二1，而“:二。，其中只含ai，因此
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jal，a，}二
a。

(I a ,

0 ,} a

a.'s:

而a。中只有as二M。才含有Pit
_、_as

4a，竺as卜二~二-一

口al

其余{{al ; as}全为00

同理可算出其他括号为:

故只有

aM。_2
a}’i   na

{e;M。}= a已刁M。
aalaPi

{e;。}=
a仍_

A

]_一62
na 2e

斌不02
7La2e

己
一
勿
·
亿

刁
-
示
比

一
.
|
0C

其余le;as}=00

王店;必}==

其余{23 as}=00

ese嗯

一二“斌工二’82.’
{感;M=一

{口;感}
CS()忆

二一nag \_/ l __ 8z
其余{,,Q; as}

_斌i一e2
na2e

{。;坛}=一
cot坛

...........‘....

nag、/1一万e
、
、
.
口

0
己

八
U
;

:
田

1
.
‘
吸
t

其余{。;asl=00

、·”。;a}=一2，、M。;8na }    Imo;‘一
l一e2
na2e

把这些结果代入(4.15)式得:
八
口
一
，
八

-
气
口

)
.
一
a

2
一
恤

一一
.
肠

e二
1一e2
na2e

Vi一’82
o na2e脚一aM

d2_CC七i    a.R
cat        na2.\/不平一aw

a.R
a田

Cse 2
..曰.侧..口......曰口....，...-.-曰-一一

na2斌厂-e 2

{(4.:。)
巡{
a口/
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、
、
.
.
.
1
.
e
e
.
e
e
.
一
声
了

下
右
︸
。
亿

a
一
口
仃

v,}c 2

nag ,/.厂百『

0
为
一
。
口
U

.
卜
月
一
八
口

气
口
一
:

_斌正子-
na26

aR cat德

nagV1- e2
(4。16)

M。
(.,,a   as

1一‘2

na 2e
aR

已
9
为

八
口
门
以

1
︵
0

这就是著名的拉格朗日行星运动方程， 是拉格朗日在研究行

星运动时首先在1780年导出。不仅对大行星，对小行星，彗星，卫

星，人造地球卫星等都能应用。

对于摄动函数.R，要表示为时间古的显函数后才能进行积分。

而一般情况下，时间都隐含在近点角中，不管是平近点角M，偏近

点角.E或真近点角f，作为时间云的函数，都要同平均角速度”有

关。即近点角中都隐含”，也就是。。在(4.16)式的最后一式中，R

要对a求偏导数，这里要对R中显含的a(包括显含的n)求，也要

对隐含在近点角内的a (n)求，在具体讨论时不方便。

现在提出一种处理方法，可使得丑对a的偏异数不管隐含在

_近点角内的“。记

aR_
刁a

aR了a、
、2a，

a几‘、一卫些一an
an刁a

其中带括.号()的是不考虑隐含在近点角内的‘。，第二项为只考虑
‘丑中隐含在近点角中的。。一、

利用关系
M二Mo+"t，n2 as=p

上式可化为

aR_
as

I aR、.aR;an_I aR、。aR，an
.’一—，气.一一,- v一—一.一一—二r一一一气二，二一一-v—

、alz，a似as、刁a，刁卫。as
-.

代入(4.16)式中的M。式，并利用a式子可得:
吞_} l a1}、ZaR
工性。=-—e—.-一—一一二二-

na、as，na a.Al。 aa

1一e2

na2e
aR

ae
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卫一了嗯竺、
na、d仔，

刁九 云目anat -_
a。

1一e2
na2e 器‘4.17)

现在定义mo/为:
:，，，.，.，An
1V10'二1V1。十at

d幼

=一互了aR、一1--02'  aR
na\刁a，nabe口e

(4。18)

则由关系

n二an一  aa
aa

有
:，，、..，，，rd7 0
1V1 0'=1V1。+ns二lyl。+一,.一 knt)一it

U石

鑫d，，_:_，
1V1。+一万L ant )=1V1 o'十n

U石

乘dt后对云积分可得平近点角为:

M一‘。+nt=‘。/十介dtr (4.19)

这就表明，若用M矿代替m o，则可用(4.18)式代替(4,16)式

中的Mo式。只要求出Mo‘后，要用(4.19)式计算平近点角M,由
(4.19)还可看出

aR    aR

amo    amor

即(4.16)式中的“式，其中对M。的偏导数可以换为对.m o/的偏
导数。这样只是把轨道根数M。换为Mot，相应的(4.18)式中，R
对a求偏导数时，不管近点角中隐含的a，为符号简单起见，以后
仍用IVl。表示-moo/，相应的((4.18)式中R对a的偏导数也去掉括
号，即仍为((4.16)式，但理解为不管近点角中的“，可是在求出m o
后，要用
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M二-moo+f"dt (4.20)

来计算平近点角Mo

在一些天体运动中，

为中间轨道);用M代替

替。，用。。二。+口+Mo
⋯

常用p代替a(如抛物线，双曲线轨道作

M。(如化为德洛勒变量);用。=。+口代

代替M。等。利用有关函数关系可求出:

训1一e2
o na2e

aR1
a田i

八
口
-
、
和

，
(
一
八
口

p=(1一e2)。一tae“

_2(1一e2)aR
na amo ZaerL

1一召2
na2e

=}. l p aR
，V产a田

(4.21)

a ?     -A r。_。2a允
1V1二IYl n十”=，，。一——一

na   as

a.R 1一e2
na2e

(4.22)

在用。}e。代替。，M。时，R也要换为

R(a，6，2，19，w，Mo)=R(a，e，2，12，(v，eo)
一
产
︺
1
︸
n
U

:
日
-
e

匀
U
一
a

+摩知一一

石
-
仍

八
口
︷
八
.
口

并有云
aR_aR
amo  aeo

a几_
a口

aR。
一—十

a口

.,a丑
二讼石+
刁仍

aR

aEp

移

一以及二二Cv +
二..

8。二口+仍+M。
.口.....

则(4.1.6)式经过变换后可化为(为符号简单起见，变换后的R仍记
为R):

.

a二

.

.....

，.....

Z  aR

"a                   aeo

_v不ez
na2e

aR

刁仍

e了1一82

、“(1+_V/1 + e2)

一127一



d感

d云
1

v丁_ e2 sin店 卫1
匀0i

一
一
‘
.
.
.
.
.
.
，
.
1
‘
.
.
夕
了

_一t9 i/2-} aR
naz斌1一e2‘

a仍

_一I a -Pb

一T蕊  2VI6a二        e",in~ i a钾s

aR

aeo
卫丝一1
刁月。，

(4.23)
脚
一
胆
斌

产、沙

仍
_七92/2

nag不82
a

一一一二一一十

一.-..州~....

‘/1o2
、/1一0
...~...曰~抽~.，~-一

na2e

E。二一
2

n

aR
—一十—一

6侧1一召2

nag(1+侧了二2)

七g2/ 2
乙训正- e2--

a几
ae

在(4.16)或(4.23)中，可看出一个特点:六个轨道根数可分为、

两组，(a, e, 2)为一组;(口,。，Mo)或(口，。，Eo,)为另一组。第一组方
程中只含有R对第二组的偏导数，第二组根数的方程中，只含有R
对第一组根数的偏导数。如果同正则根数a, }比较，也有同样情
况。al, a2， 013只同a, e,感有关。所以上述关系是正则根数所满足

的正则方程组特点的反映。(N1, N2, P3)与(D, c), MO)或(Q, w, go)
都是角度，也称为角变量;(al, a2, a3)或((a, e,幻相应称为作用变
量，虽然2也是角度。

第四节消除奇点后的受摄方程

在拉格朗日行星运动方程(4.16)或(4.23)中，可明显看出当
0-IN. 0 , 2--} 0时，方程右端会出现奇点、但在太阳系天体中，有很多
天体轨道都是小。和小2，这就给理论上和实用上都产生困难。在
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摄动理论中就称为小偏心率和小倾角的困难。但是在直角坐标的

受摄方程中，不存在这种奇点。故奇点。二0, 2 = 0不是本性奇点，是
二

研究方法带来的。另外，从方程直观上也可看出:6-0.0时，。及mo

都有分母为0的项，可能到无穷大或不定，在几何上可以理解。因

为。--30.0时，轨道趋于圆形，近点方向是不定，相应用近点定义的量

(。，M。)也成为不定。同样，2-x.0时轨道面同坐标面(如黄道)的交

线不定，故以交线或升交点定义的量(。，口等)也成为不定。在采
N二

用根数。1G。后，在。，。。方程中已有部份项不再出现。为分母，

但未消除尽。

为了消除这些奇点，必须对根数作变换，采用新的基本变量。

根据多年的研究，用下面一些办法进行。

为消除。二0这个奇点，采用新变量h, k代替。，。，定义为:
l以尹、}

h=。sin。，k=。cos。)
(4.24)

即。一斌.丽丁丽~，。inNVh2 + k2 , sin to= h一一一-k
侧丽石砰，coscv=窃丽不丽/

石
一
，
方

︵
口
一
︹
C

在R中的
aR

a6

。，。也应表示为h, k;相应的偏导数也应改为:

_aR
ah

ah
一---—十

ae

0
为
一
了
苗

.
、
卜
一
八
口

八
口
-
，
(泌

?
一
、
?

澎
妞
一
a
’
k

+
+

h

-V1h 2+’k2

_刁R
ah

aR
ah

口h

ak
ae

k

aR aR
二k-一h卫华-

ah                   a/C

.沪V                     N  /V

=e sin (v+eco s cv cj

.N                     N  N

=0 c V n7 Cj一e slnco ci

h

=lv/a2下lc2

.

0+k田

k

一V/h2丁IC 2

.

.产、护

召一ho

脚
一
~
扣
·
"
·
"

另外，由
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可导出下面结果:

h一兰三h2三__  k2 F aR_
La甭

h

了1’.:h2一k2+1
a.RR

n汤 刁8
a一 ]
刁己。」

亿

k tg万
nag .\/不h2- k2

aR
a店

i二_业兰些少
r,。2

a几

ah
r
L

kaR〕
，门一一-~二二二二二二二二二二二二二二二一.

.L+.\//1一h2一k2 a.6o」

亿

h tg万
nagV丁- h2_. k2

aR
a感

(4.25)

在式中，8- 0不再是奇点，但2_ 0及i=二还是奇点，还需要同时
解决。

为了消除2-0的奇点(因在太阳系自然天体轨道中，很少有
崛，二的情况)，常用p. q代替2, D;定义为

p=sin 2 Sin 9，

sin 2=侧l' 2+q2

二

q=stn 2 coy

cos 2=斌1

口

一p2一q2 (4，26)

、
、
!
l
s
e
r
l
|
|
|
1
/

sin口二 p

Vp“十q2
，。。。Q二一q一一

。/�.,2，�, 2
v卫个Y

兄
一
口
‘

.
沁
一
︵
口

︵
口
一
，
砚

相应有

a几_
a2

p}立_ p2- q2 a.R+
,p2 + q2        ap

一丫刃p2 _ q2一
,} m2+’’女‘-

配
一
9

a
一
a

二g一廿丁一p
o夕

aRR
-
口

八
口
一
八
口

歹二，e、pP1 _ p2_q2二    d.2r
斌p2+q2    av

sq=一，后、丝I-一 p2 -q2  d2
丫,n2+q 2    GLV
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于是可导出

n= 斌厂p2 _ qE .
nag,,/r-- e2一

【一’一巡
L. aq

p

1+训1‘夕，.p2_扩 (aR + aRa c+}    aeo一
妥=一,/ 1葬2_ 'q2n「‘

na`'斌1_一e2 L

夕几二q
--一’‘~，厂一丁二二二二乙二之二二二二二二=二一—一一

a夕斌1一尹2一q2十I

a月

(粤+aR)-l一
口‘J、

(4.27)

如果同时消除”二p, 2 = o的奇点，需要将(4.26)式中的2, 2
变换为p, q.，相应的R对2, Q偏导数也变为对P, q的偏导数;在

(4.27)式中也是一样，把所有e,。都变换为h, ko

但是2二二的奇点仍然存在。特别是人造卫星中，各种情况的
8, 2都会出现，也有感~尤的轨道。故经很多人研究后，建议采用能

全部消除。= p,2= p,2=二奇点的所谓无奇点变量。例如下面的一
组q‘就是，它们同轨道根数之间的关系为:

q1=p1/4 Cos
亿
—Cos
2

SOO
·
.
-
2

nq2=p1,4 si

专(”·于Ct)+M’
专(”+‘+M’

q3=
亿。1，_

，“’sin万  sin2言c“+“+1V1’

q4=p l/4 。。525  .cos 2 sin专(“+仍+M’
q5=“cosM，qe=一esinM

其中p=a(l一62).M即平近点角;Q+ 0)+M

德洛勒变量中的It 0

!
!“’2‘’

为平黄经，即推广的

用q‘作基本变量，相应的运动方程不再出现对应于6二O9j二

.,落二兀的奇点。但用这组变量后，又会增加其他麻烦，故尚未普

遍采用。总之，奇点问题是受摄方程中的一个难题，至今还解决
得不够好。
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第五节摄动导数

上面得到的正则形式受摄方程和拉格朗日行星运动方程中，

都要用到摄动函数R;这就要求摄动力或摄动加速度是梯度向量。

对于引力而言，在牛顿力学中是保守力，一般存在势函数或位函

数。但在一些天体运动中，会受到一些耗散性摄动力，例如介质阻

尼等。因此需要导出一些不存在摄动函数时的受摄方程，以便更
~)

广泛应用。后面给出的受摄方程，是用摄动加速度W的分量表示。
但在推导过程中，最好用一种特殊的微商运算讲述更为清楚，就称
它为摄动导数。它不仅在这里有用，也可用于其他问题讨论，故在
此作一些较详细介绍。

设在无摄运动中，天体运动方程为
‘)

M -- W___p，
口一1, r。一一一Ms

r

(4.29)

其中用分量即
一)

W。=(Xo，yo，Zo)

=(一ltx_一一py -_~p, 1
、r3，r3’r3 1

存在摄动时，运动方程为:
-)一>-)

犷=Wo+W (4.30)

其中摄动加速度
一)

W=(X，Y，Z)

各向量的分量可对任意的参考架，只要式中用统一参考架就行了。

按照微分方程解法的常数变异法原理，无摄方程(4.29)式的
解(4.3)式也是受摄方程(4.30)式的解，只是其中的积分常数(轨
道根数)要看作变量。事实上，就是把原无摄运动方程解的积分常
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.0.

数作为受摄运动的新变量，(4 .3)式就是旧变量(X, V. f N, X,叭。)同
折变量{a, e, 2, Q, 0), m0)之间的变换关系。在第四章第一节中已

.

介绍了吻切轨道(椭圆)概念，任何时刻‘时的坐杯和速度了值
与此时吻切轨道根数对应，它们之间的关系就是(4.3)式。

既然((4.3)式对无摄运动和受摄运动都成立，则由此六个关系
式组成的任何函数关系(不能对时间t求微商)对无摄和受摄运动
也都成立。·这是一个重要结果，有广泛意义，故用定理表达。

定理一由(4.3)式的六个关系式组成的任何函数关系(不能
对云求微商)式:

.

-)

犷，0'，t)=0 (4.31)

它的分量分别

今
犷

/
.
、

F

对无摄运动和有摄运动都成立，其中a为六维向量，
代表六个轨道根数。

由于(4.31)式对无摄运动成立，故按无摄运动求微商得:
二

一)。。。一)

二Ft+Frr·r+F}'r·r = F,+尸梦·Ir+ F -*.WoT

二0

其中Fr二(FX,FY,FZ), F于二(-F;, -F?/,尸:)。
(4.32)

但(4.31)式又对受摄运动成立，按受摄运动求微商可得:
⋯

-)。一)

二F汁一.#'} .r犷+Fr  r十F a . 4'
.

=Ft+Fr.了、F-'r(谕。、谕)、Fe.d二0

妞一。
(4.33)

由于与(4.32)式都成立，相减可得

F补W+Fe·or二0

这是一个重要结果，由此引出摄动导数。

t4.34)

定义
.

-)一)

尸(矿.T
，夕

对于某天体的坐标，速度，轨道根数和时间的任何函数

joQlt)，若按(4.34)式运算作为尸对时间t的导数，称为
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F对云的摄动导数，并记为:

(子)一Fr"W+Fa.·二 (4.35)

这种求异数的运算是不管无摄运动，只考虑摄动。即运算时
对显含时间，坐标都不管，微商后出现的加速度，用摄动加速度代
替。-

定理二用(4.3)式组成的任何函数(不对时间t微商)
.

一)一>

F(犷，r，。，约二0，它对时间云的导数与摄动导数相等，即有关系:。
dF

d云
了卫兰、
\dt l

d尸
二0 (4.36)

证由(4.33)式即得

_d'dt一Ft+。·r+ Fr}Wo+
/ dF、
k- at)=0

利用(4.32)式即得(4.36)式，故定理成立。

为区别起见，在无摄运动中的导数(4.32)式记为

/ aF、_
k- at夕二P't+

.

一).一)

F'r·Ir+F -1}.评or

因此有

dF__了aF、。
-哪,.=1十

.dt\刁右1

aNdF(-_l
\dt l (4.‘37)

在二体问题中的所有关系式，一般都可从((4.3)式导出1因此、
在受摄运动中仍然成立，对时间云求导数时，都可用摄动导数运
算，可使运算大大简化。

例如在受摄运动中求各近点角对时间的摄动导数，可用有关_
二体问题公式取摄动导数可得

由M=nt+M。

得

由开普勒方程

(d1 l7&t)二n t + M}
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E一6sin .E二_m

)
.

_a8.
小-

‘ sin 皿
犷

，
F
一
一
淇
否

出
一
d

(a旦、=二r
、dt /  r、

a

犷

二

Cn云+1v1 G)+

.

ae

r
sin E (4.38)

p
r

=l+e cos f

p
犷 =‘一”f一。sin，(子)
二

/ d. f、
即t at少=

已__。户
一00-6 .T一
日

夕

resin了
(4.39)

如果在无摄运动中，应有

(a.E、
、;}t /

an

犷

.

(a立、=一』工一一
、at I       rte sin f

可求出受摄运动的

二(dEdt+

二(dfdt+、

a

犷

.

Cn+"t+M。)+

e__。，
_cotiJ一
e

ae sin El
}

.p

“sin f

犷公f
十一n泞一1

ve sin I)

、
.
，
产
‘
、
.
刀
产

翻
﹃
。
超
一
。

/
了
妞
、
了
‘
吸
、

日
一
云
了
7
一
云

山
一
d
d
一
d

(4.40)

由此可从函数
F1=刀一‘sin E一.M

F，二一p一一1一。Cos _f
一犷

证明关系:

dF 1==了一dF }  dFz二(dF2.、
dt、dt I’dt、dt  I
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第六节用摄动加速度分量表示的受摄方程
利用摄动导数可清楚简便地导出非保守摄动力情况的受摄方

程。

对于天体的受摄运动，由于径向摄动力很多，故常把向径方向
作为参考架之一。 用得较多的是以轨道面上径向(与r一致)和横
向(垂直于犷并与天体运动方向一致)以及法向(轨道面法线方向，
与前两方向成右手系)作为参
考架方向，即图4.1中材，
-一争一一争

OB，000

设XY大圆为坐标面(对

行星是黄道面)，0-X YZ为坐

标架;OA9为天体向径方向，
一一》

ON

现在利用二体问题的已知

﹃一。呵相
N
A
=
哟
饥

关系式推导出以摄动加速度

W表达的受摄方程。
W在OA,碱OC上的分量。v T9.

首先利用活力公式(只含轨道数a)
二

-)一)/Ql、

Vz二犷·r=#‘一皇一一土‘、
、ra，

取摄动导数得:

2了.W二it a
“2
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2一)

一r

->

W (4.41)肠
一
产

Q
自
一一一

。
a

在参考架O--ABC中
1

\./v cc月 cr'
}’令!

一’r一刃一芯n“，
尽
全
W

[
!
1
|
w
e
l
、
s
e
、
、

一一令W

其中a为向径同切线正方向间交角，参看(2.115)及(2.116)式可
得

口产~，~种-一

v cos a一赊e sin f , v sin a=寿(‘+二。”f>
(4.42)

代入(4.41)式即得
.

仔二
2a2

Vpp
〔e sin f S+(1+e cos f)T〕

=一2(。sin f S+p T、
朴了1一e2、‘r，

(4.43)

由面积积分知
二

..》..)-)/、

rxr二h二hh

其中h 表示OC上的单位向量。取摄动.导数得:
一)一).2、

rx砰=hh +hh (4.44)

在0-X YZ参考架中有
sin口sin落

cos口sin店 ).
口
刃SOC

一

了
了
f
l
w
e
w
e
e
e
e
e
几
、
、

-一︿几

·‘cos口
Z

则几二sin Q

\0声

sin落口+

sin口Cos感\

一。。5IQ。?5“_d2d
一sin仓万
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二n sin 2口十
产d曦
q  t

其中言，窗分别为图4.1中前，礴方向的单位向量。在参考
架4-ABC中有

、
、
|
|
|
|
|
亨
/
/

r
八
U
八
V

了
了
1
1
1
!
孟
.
e
e
、
、
、

一一今犷，

.
、
l
w
e
l
e
e
l
w
e
万
1
了

eos u sin肠

一81n肠 一coq肠

‘
‘
夕
，
‘
!
!
刃
.
.
吸
、
、

一一

/
\
叮

.
、
、
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
，
口

才
‘
口
甘
.
.
.
.
!
l
w
e
、
、

一-︿朴

代入(4.44)式即得

。
D

龟
、
、
.
.
十
.
，
了
了

},0一0、.厂
一，W=三一J/上必。+了万石.}-
_2 -V p-一”i.}

一犷义‘_1、

cos u sin 2

sin a sin 2

di

d云
(4.45)

即可求出:

C4.46)

、
、
‘
.
.
十
.
·
︸
一
」

r Sill u e_W-\/ tc p sin 2

一rcosu， WV pp

~
一
·
嗯

口
d

<4.45)式还可用一些其他方法导出。这里提出两种，都是能
广泛应用的方法。

~)一)

一是向量旋转法。设向量r绕一轴召旋转一微小角度I"
-夕

r

相应的增量为刁r，容易得到关系
一>尸、

.r二刁势(召
-)

xr)
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洲、

其中r 为。方向的单位向量(见图4.2)c

同除以it后，取·Jt->0极限得
一)

犷二 (P(已
一)

xr)(4.47)
.

洲/、

现用此式讨论h。向量h的变化为

转动，不管怎样转都可分解为围绕空间

三笃翔对由恻匆勺
为ON，OZ和OC,

。现取空间三个轴

而绕此三轴转动的

4。2

‘角速率分别为d叼d t" Sd及u(见图4.1 )s

由此可得:
n

== u(hxh)十
d店

d云 h)+IQ(“x
/N

h)

图
·
︿
h

d嗯
二U+一万二一

d艺

/、

怜x

洲、

q+口sin 2 92

代入(4.44)式后，即可求出(4.45)式。
、

另一种方法是用第二章讲过的旋转矩阵。以h在0-,X YZ

标架中的分量求导数，然后用旋转矩阵化为以0-ABC标架的分

量，即可得同样结果。这是一个很好的练习。

如不用p作基本变量，可由p二a(l一e2)求出
二

二一((1一e2 )a一r
v-一一

tae
O.

然后以(4.43),(4.46)式中的a，      p代入可得

e=、匡。sin f S+(cos f、。。。二):(4.48)
V拼

二

求。和M。较繁。先把二体问题的解写为
一>一>一)

，二r cos f P+r sin f Q
、
、
1
!
1
1
1
1
产

.
亿
.
嗯

cos cv一

cos (D+

sin

口
口

s
n

0
.
1

0
S

/
了
矛
l
l
l
s
e
‘
、
、
，

一)

其中尸

sin口sin (v cos

cos口sin (o cos

c)sin峨
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、
、
、
.
刁
.
离
，
1
.
1
1
1

.
嗯
.
嗯

S
S

O
0

0
e

一cos 9 sin.一sin口cos (o

一sin口sin.+cos口cos

Cos田S1nla

.
夕
‘
，
.
.
.
，
.
|
1
1
、
、
、

一一

今
Q

写出犷的x, y,“三个分量式子后，又可组合成:

‘Cos Q+y sin ,Q=r cos(t+c0))

一‘sin ,Q+y cos Q=r cos 2 sin(f+。)

对(4,49)式取摄动导数，并利用(4.54)式得:

(4.49)

(4.50)

一，sin(，+cv)〔(奈)+司=‘一sin“+，COs“)办
.

=9''' cos 2 sin(f+。)Q

(午)+‘=一COs“ (4.51)

二

用(4.39)式及(4.46)p(4.48)式中的p和e结果得:

w一‘/1一「‘一Cos f-.S+sin f }1+二、川
一v群L       8          8、夕，J

犷Cos肠COS, 2

v/ p p sin 2
(4.52)

.

对M。只能用开普勒方程

E一e sin E=rat+Mo

取摄动导数可得:

nt+1V1 o·专(aE-
.

e sin E (4.53)
.

而由第三节中M。‘的定义可知，上式左端就是M，
再由

r=a(1一‘cos E )

取摄动导数可求出
，
.
.
.
︼

.
仔了卫兰、

、d云1

dE

ae sin刃

「._。犷
I aecos力一—
LO
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二

代入(4,53)式，并以a, 8的结果代入可得
.

mo产 二一1--e2仁
nae sin j_

cos f sin fo,+COs f (COs f+cos E)T]

一2r'1'La2P Sin f (Se Sin介p Tr)
1_一e2
妈ae

Zr、。
COs 7"一~一~-- 1 0

nay/

1‘一e2
叽a召 (1+r),.,,inp丈T (4.53)

正如在第三节中已说明，直接用m o‘作轨道根数更方便。下面统
一写出，Mot仍记为moo

、
.
.
.
.
.
.
.
.
.
性
忿
，
.
1
一
r
.
‘
.
.
，
.
1
.
.
子
汤
，
.
.
石

.

.口.目..

.口.口.

2

n斌1一e2
几sin f S十pT1
L，犷J

侧1一e2
na

〔sin f S+(coy f+cos E)T〕

d2

d云
二—一rCOSU一   W

nag v1二e2
.

月侧.口..

......

.

.⋯__r sin竺一一一一W
nag认正e2 :;ire 2

了l一e2 〔一Cos，“+(1+韵sin，月
(4.54)

_r ctg 2业uw
nazi厂-e2--’『

.gyp·(} '知ynae，一2r)  Snag
l一62
妈肠召 (1+令)sin了T

这就是以摄动加速度分量表示的天体受摄运动方程，最初是
由牛顿提出方案，后由拉普拉斯等完成，故有些文献中称为牛顿方
程。

若把W在标架
一>

O--X YZ中的分量记为(X,Y,Z>，在W为梯
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一>

度向量时即为W = V.R一R为摄动函数。利用旋转矩阵也可以求出
(X,Y,.Z)和(SP -- fW)之间的相互关系。由此也可将(4.54)式右

端的摄动加速度分量化为X, Y, Z;再进一步针对谛为梯度向量
时，把(X, Y, Z)二(Rx:, .?y， Rz)化为.R对轨道根数的偏导数，并
可进一步导出拉格朗日方程((4.16)式。反之，也可以从(4 .f.6)式

导出(4.54)式。这表明两种受摄方程实质上是等价的。在W为梯

度向量时，同样可采用(4.54)式。

_有时采用轨道面上的切线方向和内法线方向作参考架，与

00方向一起仍组成右手系。W在此标架上的分量记为U, 1V,

W。这里的W与前面相同。记向径和切线正方向间的交角为a,

可得关系:
S=口cos a一N sin a

T二Usin a+N cos a

根据第二章的(2.115)P(2.116)式可知

} (4.55)

coca=
e sin f

斌1 + 2e cos f + e2

Slna -一1少“cos f一
一-\//-1+ 2e~ cos不I- e2

代入(4.55)式后，再代入(4.54)式，即可得用摄动加速度分量口，
.N, W表示的受摄方程:

.

a二 2V1+2e coq f+e2
nV1一’。“

e二 了I一62
na

2(cos f+。)u一、/ 1- e2 s i n EN
斌1 + 2s Cos f+e2

评
平

d感

d云
犷cos肠

rna2 V1万e2
r s,.nu

nag了1一。2 'sin 2
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、
尹

·
一
5
6

.

月
任

了
.
、

斌了丁e2[2滋n_jU+(cos E+。)N]
naeti/1十2e cos f+e2

_r cot 2 sin uw
nag v 1 _ 62一’-

.

叮。二
l一e2

?laev1+2e cos f+e2卜2 sin f (1+今一)U
+(。一。。，E)月

对于沿切向的摄动力，用此式更简便。

第七节天体力学中常见的摄动力

在天体运动过程中，若以二体问题轨道为无摄运动，则会受到

很多种摄动力。以人造地球卫星为例。以地球质量集中于地球质
心对卫星的引力作为中心力，人造卫星在中心力作用下的运动为
无摄运动(二体问题)。此外，还受到下列各种摄动力:日月行星对

人造卫星的引力产生的摄动叫日月行星摄动;大气阻力叫阻尼摄

动(耗散性);地球非球对称引起的摄动叫形状摄动;太阳光的压力
产生光压摄动，有时卫星进入地球影中，出现光压摄动的地影效

应;地球流体和固体部分的潮汐对卫星轨道的影响叫潮汐摄动;地

球电磁场对卫星轨道的影响叫电磁摄动;采用广义相对论或其他
新引力理论会出现引力摄动，只准到后牛顿项时，相应叫后牛顿

摄动。此外在有些课还要考虑电离层折射，地壳板块移动，地面

反射的辐射，日冕对电磁波的折射等产生的摄动。这里只对几种
起重大作用的常见摄动简单分析。

I.其他天体的引力摄动。以行星为例，太阳和所讨论行星的

相互引力为中心力，行星尸在中心力下的运动方程为
a(M+m)

犷3
(4.57)
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一)、

其中.M, m, G,r的意义同第二章。另一个行星尸‘对太阳和行星
一)一)

P也有引力。设。‘，r2 , Q‘分别表示.L‘的质量，太阳到P‘的距

离向量和拼;则P‘对P及太阳引力产生的加速度为
一)一0,

。J、。_r;
1-1盯乞扩一气升。(a` m;一叫-二一

,谷产.n.a

ui”石

由此产生的P相对太阳的加度速为

Gm (一 a;
、A_3

一)

刁， 一tr i一 )=谕
t" i 3，

(4.58)

这就是尸‘的引力产生的摄动加速度，实际上是对P点运动的引
潮加速度。

若产生摄动的行星不只一个，设为k个，产生的摄动加速度为
各自的向量和，故P的受摄方程应为

一卜

犷
G(M+饥)

+—.万『一一一-一
犷甘

物)一>~

、么。IJ;
犷二Z�; (CT M i (一二嘴‘

‘，1\Ji.

甲)

一华i10-、(4·59)
Tit;，

容易看出，L1 i = r‘一

为:

一)

犷 ，右端向量为梯度向量，相应的摄动函数

k

R二叉  Umi
葱.1

一)一)

r一三_ri" r、
、J‘r23 I

(4.60)

<4.60)式即可写为:

今G(M+仍)令，
犷+—-一IV-3一一一r二V九

，，

用受摄方程(4.59)或(4.61)讨论的力学模型即为多体问题。
摄动又称为多体引力摄动，是最普遍存在的一种摄动。

61)

这种

2.阻尼摄动。天体在介质中运行时，受到阻力。特别是超声
速运动中，波阻力占主要地位。根据大量气体动力学实验，一般天
体运动中阻力产生的加速度用下列式子表达

W一上Sop:2nT
2

(4.62)

式中S为天体沿切线方向的最大截面积，P为天体所在处的介质
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密度，。为天体运动速度(相对于介质)，
洲产、

少为运动切线方向单位向

130为阻尼系数，在人造卫星和很多天体情况都很接近于2，故

常直接取为
一)一尹乃、

W二一ApV2T (4.63)

A为常数。
摄动加速度((4.63)式的分量TI二 W二 0，只一有T，大小为

一ApV2。用它代入(4.56)式可得

〕
一

且nag

(1一62)312
P(1+2e cos f+e2)”‘2

Ana (cos f+“)
侧Jl’.二’e2

-\//l+2e cos f+e2p

dz

d云

.

二口二0 (4.64)

仍=

.

Mo=

·Ana sin f2. O V1 + 2e cos f + e2eV1--e
Anr2 sin fae(1 _ e2) p(1+2e oos f一)312

由此直接可看出，阻尼摄动对轨道平面没有影响;对。,M。两个根
数主要是周期影响。而对a,。两根数则有长期影响(随时间增强)。

因可看出永远有
a<0

即轨道不断变小;而且在近点附近6< 0，但介质密度p一般在近

点最大(如地球大气)，是产生摄动的主要部分;因而运动一周的总

摄动是6C0，即轨道不断变圆。人造卫星运动正是这种情况，在大

气阻力作用下，轨道不断变小，即高度降低;又不断变圆，最后近入

稠密大气层烧毁。

3.形状摄动。由于一般天体都是非球对称的延伸体，在相互

距离较近时，不能看作质点来讨论引力。按(2.26)式，延伸体对外

面一点的位函数为
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二:
GM
R， ·子鑫:皿(r) SGvo”·(Cos“’pdv (4。65)

~)

其中R'为延伸体质心。到所讨论外面质点理距  r , }e为延体
体内体积元‘”处的向径，p为此处密度声为OP与r之间交角，
Ps (Cos B)为:阶勒让德多项式。若R';r, (4.65)式第二项很小。
尸点在延伸体引力下的运动方程为

、
，
产

内
O

八
O.

月
任

了
吸
、

、
、
.
.
r
.
l
r
l
l
.
1
夕
1

..R_、。=一G-31+W

谕二、除cos=1皿(},) S) PS( -R'(一“，pdv〕
其中W即为形状摄动加速度，‘(4.65)式第二项是相应的摄动函数。
在讨论天然卫星时，R‘比，大得多，摄动函数容易展开，0只用少数
几项就够了。讨论人造卫星运动时，R‘只稍大于延伸体(地球)半
径，展开式很复杂，将在第七章中讲述。

形状摄动在R' >>r时以径向为主，对a,‘只有周期影响。
其他摄动要针对具体天体情况讨论。

146



习题

1.在用直角坐标的受摄方程(4.6)式中，若用ai (2.二1,2，一
幻表示六个轨道根数，试证下面关系成立:

6

①习
落=1

6

②，_习
畜.1

(4.67)

2，利用上题结果，进一步证明:
a=各。，’
下二一=LiLa, ;asJ。，
刀幼;3侣1
~少

其中〔。‘;。。〕是了 ,r对ai, a。的拉格朗日括号，即
一).一0.一)-)

[ai;as]= a了a,,.
一.一...

aaa     aas

aIrar
一.一

aas             aai

3用上题结果，试算出全部拉格朗日括号〔ai;as]，并推导出
拉格朗日行星运动方程(4.16)0(注:此三题为拉格朗日最初推导
方程(4.16)式的方法，也称为拉格朗日方法原理))o

4.根据拉普拉斯积分(2.41)式，证明向量函数
.

才宁今f今T_
tx二几xr+一了-犷一1{,二1J

满足关系
-)一)

d旦=了二旦、
dt、dt
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。.根据言在原0-XYZ中的分量， 求出Iz后，用旋转矩阵方

法再把A变为O--ABO系统的分量，并证明(4.45)式成立。

6.写出用(4.28)式定义的无奇点变量为基本变量的受摄运

动方程，并说明方程中已不再出现原有奇点。

7.受摄运动方程(4.16)及(4.54)式在吻切轨道为双曲线时，

是否照样成立?推导过程中是否有所不同?

8.吻切轨道接近抛物线的彗星，在摄动作用下，有时吻切轨

道为椭圆，有时为双曲线。这种情况能否用本章方法讨论摄动?
9.试分析法向分量W对轨道根数的影响;并说明什么情况

下，W对根数口有长期影响。

10.若太阳因不断辐射而质量在减小，设质量变化关系为
M二M。一at

其中Mo, a为常数。试列出某行星在此情况下的运动方程(不考‘

虑其他摄动)，并讨论轨道根数a, 0,口，落的变化情况。

11.若延伸体对外一质点p吸引的位函数为

了:e万.、A211         1_店_        2;、A、八
V二—十一甲护‘!一万一一一下二一污l .I 1- 'G万l`'2‘,-, V

r   r0\3艺f

试列出尸点的运动方程，并讨论轨道根数a, e, 2,口的变化情况。
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第五章受摄运动方程的
分析解法原理

受摄运动方程的建立是严格的，只要找出全部摄动因素，都可

列出相应方程。一但要解出受摄方程有很大困难，主要是数学上困

难。传统方法是分析方法，也就是求出受摄方程的近似分析解，这

是经典夭体力学的主要内容。本章只介绍解法原理和解的形式，

并用于讨论太阳系稳定性问题。因详尽解法要根据所讨论天体具
体情况才能进行。有关内容分别组成大行星运动理论，月球运动

理论，自然卫星运动理论，人造地球卫星运动理论，太阳系小天体

运动理论等。近年来在恒星系统·动力学中也甩到摄动理论。

除分析方法外，60年代后数值方法和定性方法一也’有重大发
展。大量实际应用课题可用数值方法求出受摄方程的解，相应的

计算方法和软件技术也迅速发展而形成天体力学的一个重要分
支。一有关天体系统的运动特征，包括运动稳定性，‘运动区域，奇点

性质等研究主要用定性方法进行;但也有时用数值方法进行探索。
现代一些半分析，半数值方法统称半分析方法也属于分析方法范

A。本章只讨论分析方法的原理，数值方法和定性方法将在另外

课程中讲述。

第一节受摄运动方程的级数解形式

上一章中讲到的各种受摄运动方程，尽管形式不同，但有一个

共同特点，摄动加速度中总有一些小量因子。例如行星间引力摄
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动中，产生摄动的行星质量与太阳质量之比(小于0,001)可作为小
量;介质阻尼摄动中介质密度一般很小，可看作小量;形状摄动中，

延伸体形状椭率一般很小，可取与它同量级的参数作为小量。这

种类型的方程组常称为小参数方程。可以用这些小参数作级数解

的基础，即把方程的解表示为这些小参数的幂级数。由于这些小
参数是常数，故小参数」的取法可任意，同量级的几个小参数可以统

一成一个。有时也同时讨论几个小参数情况。

下面以拉格朗日行星运动方程为例，其中只讨论行星P(质

量为仍)和P'(质量为，‘)的相互引力摄动，都存在摄动函数。

在讨论尸的运动时，尸产的引力产生的摄动加速度的摄动函
数为

一)‘>

二=Gm，(寺卜详立)(5}13·1)
-)一)一知一)

其中J为}r' -州;r',犷为P' lop的位置向量(以日心为原点)。
在讨论P‘的运动时，尸的引力产生的摄动加速度的摄动函数为

一)一)

.R'二Gm( 1-_止匕二、
\J犷3I

(5.2)

因拉格朗日够履动方程是用轨道根数作基本变量，故(5.1),
(5.2)式中的犷，r/应按无摄运动关系表示为轨道根数的函数，即
由

一)

犷 =a(COSE一e)P+av1一_。“sinEQ

一)

尸

，cos口cos (v一sin口sinoicos落

二_越n口co'S 0)+cosQsinoicos2

另工ncvsin2
一

一)

Q (-.cos;2sin‘一sin,}cos仍cost
}一5imislnw+cos一dco s(ocos2

oos(osins !
E一osinE = 'nt十mo

}、5。3)
!
{

一150-一



r'的结果相同，只是上式中每个量都加上“，’。

为了突出小参数，把受摄方程中的仍，饥‘因子提到外面。用
六维向量p.9 q分别表示行星P和P‘的六个轨道根数，则P, P‘的

拉格朗日行星运动方程(4.16)式可缩写为:
.

p=仍rF(p，q，云)
.

q=mG(p，q，t)
} (5.4)

其中F,G亦为六维向量函数，故上式是十二阶方程组。
(5.4)式中，p., q都认为是。，。‘的函数，故F, G

。，。‘。先形式地展开为:

p二p (o’。)+mpcl’。)+m/P(o’1)+⋯+mkm'lp(“’。+

中仍隐含

、
.
产

尸
0.

尸
O

.
奋
了
、

.q二qco’o)+mq(1’o)+miq Co’1)+一+mkmllq(k9 l)+
}

相应的F, G也可用二重马克洛林级数:

、
、
l
e
e
e
s
s
e
l
l
.
e
e
s
e
s
e
l
r
‘
.
.
.
.
.
.
.
.
‘
.
.
.
.
1

F·(F)。一(一黝。一毛'  oam·7- rmz2L(器)o
/n2V、/n277、〕

+2饥仍‘气一赢言而，一)。+饥'2m戈一爹命可         )o-a jM,2」+·_二
‘=(G) o+ m( aG、}pz'( _ aG}、粤rm'2 l- a2G .l

、dm/0、dm‘/。G’ L、dm一，.o

aZe。__，了al、
，.乙'1! U'11 t，、——一.
一气，~气一，，_

()7I(/07，0，0 +},Z a2`)   oa'I}2〕+⋯

式中(X)。表示求完导数后再令

p,q中，故可表为

a尸_a尸ap
a仍a夕am
a尸_aFapa
a仍‘a夕ammap‘

其中因F，p，q都是六维向量，则

(5.6)

m--m‘-p。由于。，。‘隐含在

、a尸 aq
〕一—一一——-一

一151一



口
孟

︵
口

aF  aF
ap’aq

都是6x6矩阵。口对m, m‘的导数相同;二阶异数也是同样可求
出，利用(5.5)式可得

(一 aF、
、2心/

( aF )
、;} ID，

。，(‘’。’+(

。:(0’‘，+(

一;`'-q。q(‘’0’

aFaq)。q(o“’

、
、
.
产
.
、
、
口
产

器
黔

了
‘
.
、
.
了
万
吸
、

与相应的G及高阶导数一起代入(5.6)式后得
、
，
.
.
.
，
.
，
理
l
l
l
e
e
l
f
l
.
1
.
.
.
.
，
2

F(p，q，云)=cF)0+m「‘一aF、
L、刁心，

夕(1’0)+ (araq)0。(‘，0’〕
+ 饥，「‘aF )

L\刁心/。，Cog 1)·嵘-)、(。，1，1+
/0‘』

夕八
口

G(，，q，云)=(G)。+m
aG「‘一匹主1

L\刁刀/。pc19。)·(一;梦一)。，(”o>
+

飞
.
.
.
J

、
刀
产

，
工

.
产

n
U

了
.
、

q
0

‘
、
、
，
产

‘
勺
一
口
二

﹃
口
一
八
d

一

了
‘
.
、
.

+
、
，

‘
二

.
产

几
U

r
.
、夕

n
甘

、
.
万
产

G
一
夕

八
口
只
.
口

口
/
.
.
、
、

r
.
e
e
I
L

户
扩仍+

(5.7)

同(5.5)式一起代入(5.4)式两端可得
、
、
.
十
.
十
‘
十
.
.
.
.
.
.
.
.
.
J
了

aF
夕(1，0)

夕气
口

__·___「

T。“m“p`“’‘)=，‘(F)。+饥m‘}
无，忍L

(卫兰l
、刁ro，

，
.
.
.
J

、
少

1
自，

n
甘

J
r
、

q
n
U

‘
、
.
口
产
f

不
冬
一
q

︵
口
一
︵
口

一

了
‘
吸
、

十十 (-aF )
、丹刀， 。，(1，。)]一‘2〔(一a F)

刁心，
夕(0，1)

+ ⋯

___k___，，乞，。X-_，、一___，。、，___2「‘I aG、_。1_。、
Irrb”1111f,“q、”’.‘='tit, k I-T)0十,rrt- I吸--^ ---I    p、一’一‘

L\口尸，0

勺
、
.
目
，
口
介

.
﹄
笋
.
自
子

·(器)。，(‘，。)〕十饥\‘〔(一器)0 p (o0，‘)一(、一:梦)。，(。，1)」
+.‘.

(5.8)

把m, Mf看作任意参数，比较上式两端。，m‘的同次幂系数有:
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(5.9)

(5.10)

、
.
.
.
，
r
!
夕

n
V
n
l
l
︶

一
一
一
一

、
夕
、
声

0
t
l

n
U
O

了
.
、
矛
气

。
口
J
.
q

.

夕(o，0)
.

P(1 to)
.

夕(0，1)
.

q(1,0)

=0，

=0，

=(F)。=.}+(p(o，”)，空(。，。)，t)

=(。)。=G(夕(。，。)，q(。，0)，云)

芬(2，”，=。，妥(0，2，二0

"P(1'‘)一‘( ap )o，(‘.，。)+、(一aF+   )oaq，(’，。)
、

0q(ljpl)一(aG)Oap，(。，‘)·(器一)。“(。，‘’
，(。，2)·(aFap。，(。，‘)·’(一 aF- -a- -q-。9(‘，‘’
q (2，。)=(器)。，(l，。)·(一爵)。，(‘，‘)
..⋯⋯0...⋯⋯

一‘’
{

依次下去可求出任意阶系数的导数表达式，这些就是级数解系数

的微分方程。由低阶系数积出后可逐次积出高阶系数。

但每次积分都要出现积分常数，而原方程(5.4)式为12阶，一

共只有12个独立积分常数。而((5.9)式积出即得12个任意常数

p (o)，q co):

p (o，o)=P (O)，q。,o)=q (o)
二

因p p 4'方程右端分别有“‘，。的因子，故显然有关系:
二

p(k,o)二0，q (o,。二0

积分得

p(k,o)=a (k，0)，q (o，‘)=b (o，‘)(J.1-2)

其中a(k'o)pb(0'Z),CkyI= 1, 2.9⋯)都是常数。而一般的p(k 01) (L :}-

0),g(k=l) (kVL0)的式子积分后的常数记为:

一(,7j (k,t),一b(k,8)

即
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p(抢，‘)

9(k，‘)

f(“，‘)(t)一a‘“。‘)

q(“，l)(t)一b(’，‘)
} (5.13)

与(5.11)式一起代入(5.5)式得:

、
.
产

通
小

，
上.

尸
O

了
、

、
、
.
.
十
!
.
1
.
.
/

p=I'm ka(希，“)+ 习仍，。“〔f(“，‘)(云)一a(“，‘)〕
k，忍

q=习mlab(o，‘)+习TA k。“〔9(“，‘)(t)一b(k，‘)〕
忍，I希，忍

令t二to(初始时刻)，左端为p, q初值，就记为护o)， q (o)，比较两端
，，“’的同次幂系数可得:

p(0，0)=p(o)，q (o，o)=q (o)
a(k,0)二0，b(O,t)二0

a(“，‘)、=f‘“，‘’(‘。)，(ZvL- 0)

b(“，‘)=9(“，‘)(云。)，(k笋0)

(5.15)

、
、
!
r
.
.
夕
2

其中了，9包含的p,q都要成为p(0)， q(o)，即所有积分常数都化成
12个初值p(0)、 q(0)的函数，故只有12个独立。上面也表明微商
不等于0的系数积分时，积分下限取为初值云。就行了。而且除不
含M.9 7)'b‘的项外，其他微商为0的系数，积分后都为0a
、下面讨论积分过程。(5.9)式已说明积分后为初值护，，，梦。、

(5.10)式应为

p(1，o)二0，q(0，”=0‘

，_.p“。，‘，二_(F)。=F(p(0)，q(。’，，)

q“，。，=(‘)。==‘(p(。，，，‘。，，，)

积分可得

P(o，1)==

q (1.90)==

尸(p(0)，q(0)，t)dt

G(p(。)，q(0)，t)dt
} (5。16)

因它们是。，饥‘的一次幂系数，故称为一阶摄动。故若只准到一
阶摄动时，应有
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p=p(0)+7n/.p(o，‘)，q=q(0)+mq(‘，0)，(5.17)

含有仍，。‘二次因子的项称为二阶摄动，由于积分常数已按上述

原则处理，故(5.11)式可简化并积出为:
r9  n石，

p(1,1)二{ul}一 q(1,0)d
J‘0 dq

1)=厂尊，(。，1)d
.1 t o 0尸 (5.18)

、
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
‘
.
.
‘
了
万
.
.
怪
.
，
.
.
汤
!

{
‘
Jto

广‘

q (2，0，=={
J名0

aF pap(。’1)d
aG qaq(‘，0’d

，
，

1
二
八
甘

口
r
、
了
恤
、

q
夕

其中护，，’)，梦‘，’)就是一阶摄动结果((5.16)式。由此可看出，.二阶

摄动要有两次积分，并可类推到高阶摄动。准到二阶摄动的解为:

夕二夕(0)+饥，夕(o，1)+饥哪，夕(1，1)十仍‘2夕(0产)

q=q(0)+·mq(‘，o)+mm /q (1，1)+7n29 (2t o)
}‘(5·‘9’

根据这个过程容易推广到三阶或更高阶的摄动表达式。

上面是以太阳和两个行星的相互引力形成的力学系统为例，

也就是三体问题情况。同样可推广到多体间题，讨论方法完全相

同，只是更繁而已。

上面讨论也可以看成具有两个小参数情况的受摄运动。在很

多情况下，一个天体运动时，受到两种摄动力作用，可表示为受摄

二体间题。仍用六维向量夕表示天体的轨道根数，运动方程可写

为

云=TA IF(p，，)一+mzG(p，‘。)(5.20)
其中仍:，。:为两种摄动力相应的小参数，F, G为给定的六维向
量函数，只依赖于夕，云。同前面一样，可先展开p为两个小参数的
形式幂级数

p=rp(o，0)+mlpc}，0)+}m2p(o，1)+mImip(i#i)+ml 2p(2，0)

十m广p(o,2)十一:5.21)
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代入(5019)式，再把FOG也按一ml,.ffn，展开，比较两端，;，m:同
次幂系数，可得与前面讨论的同样结果:

p (o，。)=，(o)(初值)

夕(1，0) 尸(p (o)，t)dt

夕(0，1) 弓(p (o)，t)dt

门
|
山
广
上

一
一
一
一

2
‘
吸
、

r
.
l
w
e
L八

口

!
Jp(1，1)=

a尸卫兰、
a 'p/0 ，(。，‘)十(器)。，(1，，)Idt

p(2，0)

夕(o，2)

(aap)。p(‘’。)dt
(需一)。，(o”’dt

户
|
力
州
.
e
e
洲

1
一
一
一

积出后代入(5.21)式即得原方程的解。其中含因子m I Tn:的项称
为两种摄动力的联合摄动项，是二阶摄动项之一。一同样可以推广
到三种或更多种摄动力，结果类似，只是二阶摄动要增加相应的
项。如只有一种摄动力，由上面简化可得。

这种级数解的收敛性问题，现在只有原则结果;即要求函数
.t', Gc对P .P‘解析，小参数。1 .0 7n2等足够小是收敛的。但结合具
体天体情况就复杂化了。

在天体力学中，一般间题讨论到二阶摄动已够了。:极个别课
题要三阶摄动。、-

第二节摄动函数展开的基本方法

在上节中已看出，受摄运动方程的分析解法是级数解。一阶
摄动就要对时间进行积分，被积函数是原受摄方程右端项。当所
讨论的摄动存在摄动函数时，被积函数是摄动函数的偏导数组合。
必须把摄动函数表为时间云的显函数，积分才能进行。但摄动函
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数中主要包含天体坐标，它们只能通过近点角反映为时间的函
数。但只有平近点角M=nt+M。为时间云的显函数，偏近点角刃
和真近点角f都要通过M表示。厂要把摄动函数及其偏导数表示
为时间(或M)的显函数，只能用级数展开进行，因此摄动函数展
开方法成为受摄方程分析解法的关键问题之一。

上一章已讲到二体间题的关系式对受摄运动:仍然成立。下面
就利用二体间题的关系式展开(5.1)式:

卜)一争

一、，1 1     r·r'、

儿二UmIl 11 -   f.,3
一补一>-)脚)

j2二(犷一r').(r一r' )
一)

r/之间的交角，故也有关系

(5.23)
!
‘
少

设万为r,
.)一)__
r。r，二rr'cos五.

代入(5..23)式得:

、
L
r
J

.
、
.
1
产“二Gmti产(专-

rcos万
r'2 (5.24)

刁“二产十砰“一2rr'cos万

式中J一‘为摄动函数主要部份.只要将它展开后，第二项可合并入
展开式中某项。

图5.1

图5.1为日心天球，大圆rN'N }}时刻的黄道，，为春分
点，大圆.NIP', NIP为行星P‘和P的轨道面;2'，  2为其轨道
倾角，rN=. 9 , rN‘二9‘为相应的升交点经度;.1} ZI半                         &, N' II· `
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(1)'为近_日点角距，II .P = f , II 'P‘二S‘即为二行星在讨论时刻t时
的真近点·角。定义

NI二0，NII二0‘

III二II ,.T III'二II'
} (5.25)

则有

0二w一Ii -.0，二(0'一IZ'

I= IP二f + n,Z'=IP，二ff+ rif
} (5.26)

利用三角形I PP‘可得
COSH二m-40,04,+sintsintlcosl (5.27)

上面出现的1，必，必‘及Ii ; 11‘为辅量，可化为轨道根数的函数。
由三角形N INI，利用六元素的达朗贝尔公式得:

sin普sin
，inIdin 2“，

0+0产_
2

0+0，_
2

0/一少_
2

0产一0‘_
2

sin
2+2r

sin

I

2
Sin

口‘S1尸

2

口一口，

2

口一口产

2

I

2

口一Q尸
Cos

sin

Cos

COs

2一2，

2

‘镶一+4.1

2

2一泛尸

2

一(5.29
一、皿

之
︺

.
1
1
0

5
0

S
S

O
O

0
e

由此式可从口，口‘，2.02f解出I, 0', 0;并可得
rY二0)一4) , ri /二w，一of           (5029)

因此I, 0, of, 1r，   11‘都是轨道根数的已知函数。
在太阳系的大多V天体中，2 2i都较小;故相应的轨道面交荣

I也较小，可取

cdsl‘一2 sing夸
‘’二滋1滋1sine2

二‘一2a$

工
(5.30》

可作为小量对待((l二12。时·，a2. 0 01>。代入((.5027)式可得、
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COSH,= ,cos ( l‘一at)一2a2sinkinil

再代入(5.24)式有

(}.}.31)

、
.
尹

O
自

n
Q.

.
勺

了
‘
、

l
r
w
e
尸

A2= rr 2+ff 12一2trtrl〔co's (I一11)一2 62S

刁1“(I+4q'fr'62J，一2)

J12=r2+r/2一2rr'cos(Z一11)

即

当条件 d一‘二Ad 1-‘(1-+ 4rr'62J:一，)一蚤 (5‘33)

1 4rr'6241-料<1一((5,34)

成立时，上式可按二项式展开:

A一1= 41一‘一2rr162sintsinZ'Jl一，

+6r2r'2d4  'inZ Isin2G-'41一5

一20r'r'36ssin3Zsiri3Z'j厂7

+⋯’(5.35)

这就是J一’的初步展开，但还不是时间云或.M的显函数。下
面分两步进行。

第一步取两行星的轨道偏心率e-e'=0，求出相应的..-‘展开

式;第二步再推广到‘*O,e"=o的‘}青况。第二步将在下节讲述。
现在令e二e' = 0，此时应有

犷二a, r/二a，

f二M，f‘二M'=nlt+Mot

并定义

L=M+1-1，L'=M‘+n‘(5.36)
以及相应的J，记为刁。，即

,d o“二a2 + a'2一2aa 'COs ( L一LI)       (5,37)

且此时的J记为(d) o，则有

(.)o一‘=d。一I一2aa1cS2sinLsinL "J。一3

+6a2a/264sin2Lin2L'.。一9
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，、2Oasar3 669n3Lsin3L'd。一7
+.。。

现在先展开4。一忍，由‘

'd0“二a2+a/2一2aa'cos(L一P)

二a/2仁1十，一a“一tacos(五一Lf)]、-
二a/2D2

D2’二1}+““一2aco5(L一L')

其中“二。/a'< 1(若a>a/，则取a二a'/a<l)

则’，一D-s二〔1干一犷一2 acos ( L一L')〕一

(6.88}

(5，肠》

- k

aka'kd。一(2k+‘，=弓升D一’(s=2k+1)
乞口

(5.40)

现采用复数进行展开。令

“二exp [ \ ,/一1(L一L' )〕

2 cos ( L一L' )=:+z-1

D-‘二((1+a“一a:一“:一‘)一8

==(1一az)一(1一a:一‘)一8

由定义知

}az}<1，}a“一‘!<1

故上式可按二项式定理展开:

} (5.41)

(..42)

C1一az) -8=1+习 a"zn
介.1

SO+1)(s+2)·⋯(s+n一1)
n!

00

Cl一a:一1)一9=1.+习
朴=1

s(5+1)(s+2)⋯(s+n一1)
n!

代入(5,42)式后可整理为:

a钻z一

此二式展开式系数相同，
。一。1 n s.1答。s , - In._一二、
刀二一下一刀。’十-二一乙J刀n k2一十z一‘)

乙乙份=1
(5.43)

其中Bn S称为拉普拉斯系数，可从上面展开式直接导出为
1。，二.召

丁D U二土十m
s“(s+1)“(s+2)“⋯(s+m一1)“

(ml)“
犷饥(5.44)
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上刀8n
2

二‘钾十1)夕‘十2)⋯‘+n` 1)一
nj

。「’_s(s+n)
cr一Il+?一一丁一一-一甲二二优-
L.}n十1)

十
s(s+1)(s+妈)(s+n+1)

1·Z (n十1)((A+2)
a4十 5(s+1)(s+2)

1.2.3

，
.
.
.
J

十
6

议
(s+”)(s+n+1)(s千n+2)

(n+1)(n+2)Cn+3)

=s竺上丝(s+2)...(S+n.卫工。nF (s.。十，.，十’1.a2)
n!

(5.45)

其中F(a,b,c,x)为超几何级数，是常用的特殊函数之一。
根据(5,43)式，若定义’

刀_aB-n二B an (5.46)

则可得

。一，1  +}D，_二，尸刀，、
k1十a-一“2一az一)==刀二-几:一L刀nz、0。住()

乙n“一C*

两端对，取微商后，比较‘的同幂次系数，可得拉普拉斯系数的循
环公式:

。n一飞，.。_。_n一s一2。
矛心沙一’~，~」一~二、夕峭s_______，，‘
Y 9f,一—\u〕~u   I -&-In一1一—A-j n一va

tL一名’一肠一s-

(5.48)

另外，由于要用到摄动函数对“，at的微商(二阶摄动中还要
用到二阶微商)，但a= a/a`故有

a，

的偏导数。

a

a“
(5.49)。一柯。一。1一了一一。一aa

即对a, a‘的偏导数都可化为对a
的微商。

因此要用到刀氛对a

(5,47)式两端对a取微商，并比较“的同幂次系数可得
dB-9

s+1 s+1 S+1

da

即可用函数值表示微商

“(”。一:+Bn+;一2aB。 ) (5.50)

。又由(5,47)式对么微商整理为
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as(1一“一“)D一’一1==

D-一I=

nB8e一‘

B 8n+1 0n

比较“同次幂系数后可得:

nB8n=as(B 8n吐一B 19n牡)
利用(5,48),(5,50),(5,51)式可导出:

(5.51)

dB盖_
da一

1

，__2
1一a

12(n+8一1)B，一:e

+[gas一。(a+ a-1) ]Bnl         (5, 52)

即可用同一指标‘的函数值表示微商。由此还可求出二次微商关
系为:

(a2一。‘)笔粤-+二〔。一。3(4s+1)详拿d1)] d
uaUa

一〔4a2s2+n2(1一a2) ]Bn=0  (5053)

这是拉普拉斯系数满足的二阶微分方程，与超几何方程相近。用
它可将二阶微商表示为函数值及一阶微商。，并由此可知，高阶微
商都可化为函数值和一阶微商的函数。

上面讨论的拉普拉斯系数己很清楚、，故展开式((5.43)式可正
式应用，即

D一。=卫-B n
2’

1
十— 00Bn，·冬Bs0

”‘1一乙
+习B n cosn(L一Lf)

(5.54)

代入(5.38)式中，与sinkLs1n kL‘相乘，可化为(41 +JLf)的余弦
级数2, i为所有整数)，即(刁)。一‘可化为

(i)。一‘=习An(4,，夕)Cos(2L+jLf)(5.55)
”，落，了

其中二，2,歹为整数，系数An (2,力为a' a/ .9 62,的多项式。
摄动函数的第二项在。二e,'= o时可化为
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舀，‘_、ITT，、.份盈2，丁_。、。于，
~---=-} cus(.}一力,)+一--二d   sin力1c, in..bI

，，名一’‘、一一/’。，2一‘--一一’----一
奋‘一a了-

仍为L,L‘组合的余弦函数，可并入((5,55)式中相应的项。

上面展开式中有两处基本展开过程，一为二项式展开(5.35)-

式，收敛条件为((5, 34)式:
}4x/624:一“sin}sinZ/!<1

在太阳系大行星运动中，刁，与r, r'同量级，只要I不大，可满足。

对一般大行星无间题，只是讨论冥王星和海王星相互摄动时有危

险。因为r'有时小于r，最大时达50天文单位J可达180, dl值

可小到一15天文单位。故冥王星运动至今未建立起分析理论。一
些小行星也不行。--

另一个基本展开是(5.43)式，在a<l时是收敛的。但大行

星之间的a在0,6-0.8之间，收敛很慢。也有一些人研究改进，

但实用上未采纳。
这里只对e = e'二0'清况的展开方法，对。*0, e/*0时的讨论

见下节。

第三节纽康算子，摄动函数的展开结果

由于在r二扩二0时，r} a,r/二。‘，卜L,I/二L'，故展开记为
(A)。一‘二E(a,a/,L,L/)            (5.56)

对0}o ,01:*。时可用同一函数，但为:
·.‘J-I=F(r,r/，z,z,)(5‘57)

时间云隐含在r,7"/vI'I/之中。利用关系
r二a(1一ecosE)=。+x

r'二a‘(1一elcosEl)二a尸+x/

I=L+(f一M)=石+。
if二刀+(f‘一MI)二刀‘+IV/



其中，二一aecosE, x/二一alelcosE',。二f-M., vI=f‘一M'都是

与。，。‘同量级的量。但行星的轨道偏心率一般较小，可按。，。‘展

开为幂级数，·并把x., x/，二。，vf展开为平近点角M，万‘的二角级

数。

为了达到这种要求，首先介绍一种指数函一数算子。、设SP (x)为

单变量解析函数，由泰勒(Taylor)公式有-
O

SP (x干dx)=(P(x)+习
n=1

刁xn
临! ax n

p一(x)

小+00等 a nn」 }}1 ,}t ax(、 (5.58)

其中括号内的量可看作一个算符，而且根据指数函数展开式:

exp (2v’“‘+.n=1等 (5.59)

可形式地把((5.58)式表示为

，。，二，_、____了，_a、，。，_、
丫%,w宁uiv夕=U入P吸口铸一二获万一，丫、功少

、d苗/
(5.60)

同理，对两个或三个变量的解析函数，也可以用同样符号表示:
，。，，，才__。:，_.、____了才_a.，_.a丫。，__八
丫\,}v十u vi，夕十uy)‘廿‘F「“汤一丈二怜、十“y卜  �__ PlAwp'y)

、ax“6夕，’

(P (x+dx,V。一Jy,z+Jz)一

_�}rl才_a.，.，a.，_a、，，/__._、
二exp(刁二一兰少+4J.+.f.J z'.'^荟一!(P(a; ,-y、‘)

一、Ox4一。y一az厂、，\一

而且容易证明，多变量的这种表达式有下面性质，
(5.61)

·SP(‘+ax，，+‘，)·egp( a)ax
一aay

exp( a
口y--二一

dy )}(w，“’劣
万
。

刀
刁=egp( exp( dx aax ) SD (x，y)

即可得这种指数函数算符满足指数函关系:

egp( 4x aax+vy a } = egp} Ax a )e, gp} ay aay       }x    ay
一1,64一



______了A_，a、____了

一入pl“9---ay)U}& pk  Aim/
一v、

匀 /;

(5.62)

这种关系可以推广到任意个变量情况。下面就用这种算符来讨论
_上面的展开式。_

按照(5,57)式，可记为:
F (r，r'，I，If)=F(。+x，a‘+x‘，L+v.9Ll+v)

但因，，，‘中也有。,a/;而后面还要对它们取偏导数，不便讨论。
现把F看作Ina, Ina,的函数，而由于

lnr=Ina(1一ecoSE)=Ina+In(1一ecosE)

可取’

P=

P，==

In(1一。COs刀)

In(l一e'cosE) (5.63)
、
r
e
e
/

lnr二Ina+P，lnr'二InaI+川

、
、
一
‘
.
.
1
.
，
.
1
.
.
.
1

由此，e=V0,e'*0时的函数可表为

F(lrlr，lnr'，Z，z')=F(Ina+p，Ina‘+N‘，L+v，L'+v')

= exp〔pD+p'D'，+vD1+vID1‘IF(Ina，Ina‘，L，L')

D二

D1

a

alna

a

aL,，

D，二
alnal

乃，_
:1J 1一’

a

aL'

利用关系
(5.64)

dlna

da-
16

—。a二一代尸
矛，了才，，
叹刀一t口

可得

.
一
a

内
口
一
入

.
砚
一
八
口

a一一
夕
一
a

1
一
八
刊
U

仪
一
议

d
﹄
一
d

a
一

一

一一

，
︷

?
一
a

气
口
一
卜
肚

，
(
。
八
口

1
乙
︺t

厂﹂、
飞

、
甲
」

a
太

，
硬
一
︵
刊
U

一J

二da
刀=~一二二一~—

dlna

同理

护三夕 d“_，d“:a
t刃一一二~~~二一一

d八，八_.
%AW0优

、a
a娜下一甲

a a-

八
d
一
肠

-
︵
口
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由此可得

Dan=7ba  na，

Dlan=一na”

Dm“”='Am a n

D'ma”二(一1)mnm a"

另外，定义

。=exp(斌侧石L)，。‘=exp(训二丁LI)   (5.65)
则

二侧一1w
d叨，

dLl
二训一1w/

a
aL

了不 初一a
aw

。，a‘/一一;_。，a
D1=一兴了=N/‘一1w,一 "
一aLl一aw

Djwk=k斌一I wk

D,1wlk=k斌一1wfk

(5.66)

、
、
.
.
.
.
.
，
十
f
.
.
.
.
.
.
.
产

而

匆Cos(2L+布L‘)==习,w aw/f
‘，j落，i

因此

d一’==F(lnr，lnr'，I，If)=习An / 2，i)二‘，‘，
‘，夕

=F(Ina+P，Ina'+P‘，L+v，L'+v'_)

==exp(pD+p'D'+vD,+v'D1‘)F(Ina，Ina-'，L，Lf)

=exp(PD+vD,)exp(p /D/+vID11)

xF(Ina，Ina'，L，石‘)(5.67)

可先讨论算子egp (pD + vDl )，第二个一样。

由(5,56)式知

exp(pD+vDl)A(2，了)。‘。‘，

=egp(pD+2y/二。)A(2，i)二‘，‘，(5.68)
此式可作为展开式的一般项表达式，但因P.0。都是与e同量级，并
可展开为r-;0的幂级数。
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由第二章的二体间题公式知，cos可展开为.-M-的三角级数，

系数是。的多项式，如(2.11.2)式。也可以整理成。的幂级数，系

数为M的三角多项式。另因!ecosE I < 1，可得

P==1n( 1一ecosE )=一

以(2,112)式的cosE代入可得

n en CO5 nEn =l 92 (5.69)

e2
—十

e4     e6

一32 + 96一十
了
万
吸
、

一一P

+(一。+ 3  n3
一口一

8

1

64
+127

9216 。7)“。sM

、
J
产
6

。
e

e4一青6s )COS2M一
甲
‘

月
!
二
座
二
月
了

1
1
一
9
自

3
—e“十一
4

-1-7 e3+
24

71-

96

523

640

128

743
乡，一一

5120 e' )cos3M
129 _9、___.:，ir

6’十-，，丁二一匕‘片UUS41V1
160/

10039
乡，十一

9216 e7 )COS5M

一
一
一
-

了
‘
.
、
2
百
性
、
、
了
‘
.
、
了
‘
性
、

+
+
+
+

899

960
escos6万一

355081
322560

e7COS 7M (5.、70)

这里给出到e7的结果，如要更准，可继续展开。P‘的表达式完全

一样。至于。的展开，因IV= l-L= f-M是中心差，可直接用

(2,114)式;vI也完全一样。
为运算方便起见，仍用虚变量表示M的三角函数，定义

、
、
1
十
!
.
少

:=exp(v - 1M)

cos nail二专(zn+“一“，

sin nm=击(zn一“一”

(5.71)

则相应的Pf”都成为“的正负幂级数，按0的幂次整理，前几项

为:
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p=召( 1_z2一)+“(-
3_.，.1

—多一月-—一
3___，、
—z一1
8，

、
、
.
刀
产

3
-

么

z一一

17

48
z3+

3

16

.      3
z十—

16

~~1
k

4

17

48

2
一了

‘
性
、
﹄

勺
甘
.

6
“

、
、
尹龙

一
，
/
5.

了
、

斌一iv= e(:一:一‘)+
5

8
e2 (z2一z"2

+e3(  13 z324 _上:十生:一‘-
8     8

13}:一91+⋯
24/

由此可得:

exp (PD+i.../一l v)二1+E
件=1

K二已” (5.73)

其中

74)

、
、
!
贾
一
‘
.
1
.
1
.
.
.
.
.
旦
，
刃
，
.
.
夕

Kl=

K2=

(一专”+i)z+(一令”一2 z-1,
音[D2+(一‘2一3)D+52+422]z2
1

十一

1
十一

(D2+D一422)

[D 2+(42一3)D一5店+4 j2]:一“

一般记为

K。二1  T n1   Tn一2m z一“琳 (5.75)
M-}o

其中记号I nlln - 2、就称为纽康算子，由(5.74)式可看出:
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打，，。

`} 2之

卫一D.“ ri 1_一1一- 止D一感

[D 2+(一42一3)D+52+4j2]

n 2
0

1，。，.。
二一丁一气刀一十刀一4 ft- )

4

(5.76)

一
!
|
|
/

ri 2_一2一
1。。，.，，:。、。，，.

一A一     L刀一十k4't一   s)刀一5 ft十411- J
石

............⋯⋯

故纽康算子是微商算子和整数德的函数，可根据展开式写出到任
何指标”的表达式。由此可得:

一‘0

exp (PD+2v一Iv)二1+叉 en习T-( n1} n一:。，”一2m
招名1仍.0

如定义
，
工

-一0
On

则可记为

e.. X p (PD+2v一1v)二

代入(6,58)式得

6 it习rl M -2m Zn一2m(5.77)
m二0

8
习
咧

exp(pD+2v一lv)A(2，i)二‘w/j

“”习flrcn一2m ALL，歹)二‘二‘，:”一2m
m=0

。
习
川

一一

调整指标饥，取“一2m为。，只与。相差偶数，上式可写为

exp(PD+2V一1v)A(2，i)二‘二‘i
00怜

二习 en
称=0   zn=一n

(5.78)

同理，上式再用

11竺，A(2，i)wiw/jzm

exp(p'DI + VIDIo)运算，并令

z'=exp( ti/一t+,`)

可得

ezp (p'D‘十vlDl1)wiwfj
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==exp(P /DI+i V -- l v1)二‘WIJ
00件，

二习e /n/习11 n n/ wiwl i;i1 V&
移/=0机/=~n，

于是展开式全部成为:

exp(PD+,o /D1+vDI+v1 D,‘)尸(lnr，lnr/， 乙，)

习
感，j

00   00            n         n/
，【、，盯洲�n。i n t 1      "1c1     -:-r n   rr n I   /%s 4i。，，!;、讥"I价
J‘妇汤二日口U‘曰‘翻It一n 1i一”，“(Al““
”=0 n/=0       m=一”m.一.，

再把，，“等的幂次换回三角函数则可得:

R:!-- Gm‘习1烈，(i，歹)。”。‘”‘Cos(2L+户‘+mm十mzl 'Jj‘)

(5.79)
其中

P nn/MM(4.，力二nn。rinn/Q(2，j)

求和号对所有式中指标求和，但。只取一、，一，、一7，  ...},，二一2，rp ;

仍‘与n1的关系相同。

(5,79)式就是二行星相互引力产生的摄动函数按平近点角的

展开式，是经典天体力学中的一个重要结果。最初的形式还要

繁。后勒威耶在18 45年用哥西数使展开式系数能系统表达，推导

出召的七次幂结果。到1895年又由纽康采用上述纽康算子，得到

本节所述结果，可展开到“，“‘的任意次幂。

按照50年代前的要求，大行星历表准到0". 1。相应摄动函数

必须展开到。，e/的七次幂。各行星运动理论中的摄动函数展开

式有几百到几千项。50年代后到现在，精度提高了一到二个数量

级，用这样的展开式的项数也要增加相应的量级。表明这样的展

开式收敛很慢。在e,e/,I较大时很可能不收敛。现代的分析方法

一般采用计算机进行级数运算，除法国夏普洪(A Chapront )等人
的半分析月球理论和VSOP 82行星理论在法国天文年历正式采
用外，其他人的分析方法结果尚未正式启用。

如不用平近点角展开，而用偏近点角或真近点角展开，理论上
讲的收敛性要好些。但是也带来新的麻烦。以汉森方法为例，他
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A用所讨论行星的偏近点角E作自变量，摄动函数展开为E和
抓成行星的刀尸的三角级数。可是E‘同E没有直接关系，他就再
用关系

E/一.lsinE,二万，=n't+mof

把E‘的函数化为m的函数，再用

.N1'二一nf一M。)+Mop
n

把万‘的困数化为M的函数;再把M的函数用
M=E一esinE

化为p的函数。为了克服这种复杂过程，他只好在关C键展开时
采用调和分析方法，系数用数值给出。故成为一种半分析方法‘

对于不只一个摄动行星情况，则摄动函数由几项组成，每一项
的展开方法同上面一样。

对于形状摄动等其他形式摄动，展开方法不同，将在具体讨论
这种摄动时，联系所讨论天体情况讲述。

第四节一阶摄动的讨论

有了摄动函数的展开式，可代入受摄运动方程方程积分出一

阶摄动结果。这里只根据上节的展开结果形式，给出一阶摄动的
某些性质。

、
刀
产

八
U

O
C
︶

产
0

‘
了
吃
、

、
!
1
1
一
!
!

1.一阶摄动的基本结果，
展开式(5,79)简单记为:

R=G-m‘习.PoosQ，

首先在符号上再作一些简化。上节

Q=jL+jILI+mm+m"M产
=j(M+ri)+if(M‘+AI‘)+TAM+mimf

二PM+厂M'+i r1+少ri I
二(pn+pfnf)t+PM。+p 'M。产+夕n+j‘11/
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其中p, p应为任意整数;，，”‘为两行星的轨道运动平均角速度;
Mo,1Vlo‘为轨道根数;II、 I1‘分别为轨道根数S2,W,一。，。‘，落，落‘的
函数。P为展开式系数，是轨道根数a,e,2,f,ar,ef, 2t , .Q‘的函
数。有时为讨论方便起见，把辅助量.I , II }, II“的函数重新整理，
使得系数P中只是轨道根数a,e, 2, al ,ei,,V的一函数;而三角函数
的引数Q为Q.tD'PojPoilP.MoPmo'的函数，即

Q二PM+p'M'+i(O+i'(j+。(口一口‘)

二(p“十p'n' )云+PMo+p'm o‘十歹w+Jfw‘十“(S2一口‘)
(5.81)

此式推导不难，只是几何及三角函数关系，其中Q.9 Q‘只以口一口‘
的形式出现。

时间‘只显含在Q中，但因p , p'为任意整_数;当夕=p'二0
时，_Q中不再含‘，__记为Qo。相应的系数记为Po。为了后面讨论
方便，不显含t的项单独列出，’再把G也并入系数，即可得关系:

R二。‘习POCOSQo+。，习PoosQ(5.82)
这里的Po,Q。不含t，而第二项中的展开式每项都显含云。

以(5,82)式代入拉格朗日行星运动方程·，、再进行积分。由第
一节知，一阶摄动的积分中，所有轨道根数都看作常数，取其初
值。卜‘

先以。为例，因

_2    aR
naaMo

由于

Q。==i11+i t rI‘

不含Mo;P。也不含Mo，故用(5,82)式代入后，第一项为0,

83)

即有

“一豁J]PsinQ
积分可得
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。二ao+
2饥厂勺夕FZ7}}}j

—一‘J一一--，，一一一下-;~liVi5}

na一pn‘十p'n
(5一84)

式中第二项Q中含t, CosQ为一时间t的周期函数，

项，简记为尸.T。上式记为:

a二a。十PT

其中a。为积分常数，可取为初值。

再讨论轨道根数口，由方程

称为摄动周期

(5.85)

.

......

......

1

nag了丁.-一 e2 sin 2
aR_，aR

一，下下一=n

a2a亿
(5.86)

由于摄动函数P.0QpPo,Q。中都含有2，故以(5,82)式代入后，应

有

a尸
b = Am 'T ( as COSQ。一P。}0-sinQo

a亿

十皿co观一P
a2

四sinQ、
d2，

式中因平近点角与店无关，故各偏导数都不显含丸故积分后成为:

“=“。+Am' }(
aP

锡00CO >Qo一P。丝0 -sing。、‘
d'L一，

+且饥‘-,   Yaa尸 sinQ CosQ

pn+P，’n/
.DaQ
十上一二-

a2 pn+p协f

其中S2。为常数，可取初值;第二项含时间云的因子，

记为凡第三项因CosQ越nQ都是时间t的周期函数，

期项，仍记为PT，即

12二S2o+月t+P.T

其他轨道根数情况相同，只是M。要补充一下。

曾讨论过M。中丑对a的偏导数应为

(5.87)

系数为常数，

故为摄动周

在第四章中，

aR_
a肠

(卫丝、
、刁a，

aR

即不管近点角内隐含的。。这就简化了讨论。
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.

一1w。二一
1一e2
rba2e

a几 aR
____一_一:二:

月a几
1土一—

刁口

。a丑
个AJ一一了-..

口舀

aP、可A擎0+B
、‘d已 aPas 0 )COSQ's

+tiny或A器+B器)
aP 刁P

CosQ

积分后仍为

M。二(1Y1。)。+那+P.T

只是平近点角M要用

M一fndt+”。
计算。

至此已求出全部根数的一阶摄动结果，不管受到多少个行星
的摄动，所得的形式仍相同，即:

、
、
.
.
.
.
.
J
.
‘
1
耳
1
.
l
r
w
e
l
l
|
1
|
1
2

a二ao+P.T

r=6a+那+P.T

2二410+那+P.T

口二D。+pt+尸.T

2v=w。一!一}t+P. T

M。二(M。)。+月t+P.T

下面分别对那和P.T项进行讨论。

C5.88)

2.长期摄动。(5,88)式中的那项在‘-x.04时也到无穷。这
种项称为摄动长期项或长期摄动。长期项反映出轨道根数的变化
趋势，在轨道演化中有重大作用，特别是作用变量的长期摄动。
如a有长期摄动则轨道会无限增大或缩小为。;。有则会使椭圆变
成双曲线;感有则会使顺行变成逆行轨道。角变量的长期摄动不
会出现性质上改变。.

一阶摄动中的长期项含云作因子，可以预料，讨论到二阶摄
动时，会出现含t2的长期项。而且还可推广到.阶摄动。卜恨一据
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太阳系行星数据，纽康曾算出地球，金星和木星的偏心率。的二阶

长期摄动为:

”地=0.0167498一0,0000426t一0.000000137t2

“金=0.00681636一0.00005384t+0.000v00 ,一26     .12

。木=0.04833475+0.00016418t一0.000000468 t2

其中t为1900,0起算的时间，以百年为单位。如只从上式来看，

几十万年以后，则有。木<a， e地 <0,。金>1。这当然是只讨论到二

;阶摄动的结果。如到”阶摄动，则会出现含P的长期项，情况就、

复杂了。

其实时间云的幂级数也可能代表周期函数，例如

。一封一

2
一
1
.

J
否
一
，
‘

sint+cost=1+t一 一、一立、一。一is⋯⋯
吐31、只

此级数对云的任何实数值都绝对收敛，但代.表周期函数，周期为

27r。因此，这里得到的长期摄动有可能不反映轨道根数的变化本

质，而是无穷级数解的有限项造成的现象。但虽然如此，计算出摄

动长期项仍然是分析方法中的一个重要课题，在一定时.间‘范围内
能有实用价值。另外也说明分析方法有待改进。

3.周期摄动。伟,88)式中的P. T为摄动周期项或称周期摄

动。由于周期项中引数为Q，频率为pn + p1n,，积分后结果为
饥I F

一pn十pIni

的形式。周期为

cos

sin [(pn+p In/)t+e〕(5.89)

二:
2尤‘、

pn+p协,
(5.90)

一般情况下，pn + p In/不是小量，T不大，称为短周期项(摄
动)。若pn + pIn/是小量(与小参数。，同量级)时，少为很大的
量，这种摄动项称为长周期项(摄动)。在多体问题中，两个行星
的平均角速度。,nt之比接近于简单分数(分子分母都是较小的整
数)时，由于P.0 Pr要取所有整数值，故总有一些P'. P,值使得夕”
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+ p In‘为很小的量。例如木星和土星的”，临‘值为:

”二299".13/日

”‘二120" .45/日，-
n/  2

一声、目沙一

n   5

则当p二一2,p'= 5时有:

pn+厂nI二3".99/日

这一项的周期约为木星轨道周期的75倍，等于890多年。由予
pn + p tn t出现在系数的分母，相应的此项振幅很大。在木星对土
星黄经摄动项中，此项系数达50'0

对于天王星和海王星的平均运动

”=4 2".24/日，”‘二21".53/日

当取p二一l,pl二2时有
一”+2n/二0". 82/ H

此项对应的周期达4300年。

在小行星运动中，特别是木星摄动最大。当小行星的平均户

速度”与木星的n/之比成简单分数时，会出现较大的长周期碳

动。长期以来已按”/”‘的简单分数值，把小行星轨道分成群。，几体

力学中，把平均角速度之比等于简单分数情况称为通约，是力学中

共振情况之一。在主要的小行星群中，n/n,等于2/1,3/1, 5/2的

附近出现空隙，于1866年由科克伍德(Kirkwood )发现，故称为

科克伍德空隙;n/n'等于1/l, 4/3, 3/2处附近则出现相对“聚

集”。故不能简单地讲通约处摄动大，还依赖于其他条件。这是

小行星环结构和演化的一个重大间题，至今仍为天体力学家重

视。

对一些周期非常大的摄动长周期项，在讨论相对较短的时间

内可作为长期项处理，这相当于用多项式逼近围期函数。故在很

多情况下，把这些特大长周期项，也看作长期项。下节讲述的长期
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项算法，实际上包括了这种长周期项。

第五节摄动长期项的计算方法

由于摄动长期项的重要性，从经典天体力学时期就出现了一
些计算长期摄动方法。基本原理是用平均化方法，消除受摄运动
方程中的短周期项，即周期为两行星公转周期或更短的项。具体
说就是对行星的近点角取平均。对于不同形式的受摄方程，有两
种不同方法，拉格朗日方法和高斯方法。现在虽有改进，但原理仍
然一样。

1.拉格朗日方法。他从拉格朗日行星运动方程出发，先对摄

动函数取平均值，消去周期项后再代入受摄方程求解。

首先要对摄动函数取平均值，只有两个行星情况时有:
一)~)

”。，，1犷·r'、
A二uTMI 1—一一.

、Jr'U，
(5，91)

一>

元证明第二项(辅助部份)平均值为0。因r1满足二体问题方程

(耳寸论一阶摄动):
一)

犷，=一 G(S+?J2/)
犷/9

-)

犷，

由此得
一)一).)

rl          1    d2 r1         n12     d2 rI
is=_ G(S+mf)一     dt2一二一G(S + mf) dMf2

一)

但r1展开为平近点角Mi的三角级数，对Mi的二次微商后，只剩

下含有..M‘的三角函数项;再对Mi求平均值显然为0。故结果成

立。

对于主要部份f‘，可按第三节的展开结果，取不含M, M'的

项(p二厂=0)。为简化起见，这里只准到0pof及Sing , sin2l的二
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次幂项，可得

百二 (卫_、
\JI

1
=Gm'仁40+(02+0'2)D一2ee'Ecos (w一w')

一(Y2+y‘，)D+2yy'Dcos(S2一'n‘)]
其中

(5.92)

、
、
1
压
.
.
!
!
.
1
2
1
!

Y二七9感，

C=华十B_
8a了

Y，二

1/2，D二

tg2'

ap3/2
气万了厂 jl-l 1
zs肠‘

(5.93》

产、沙

仍=仍，+口，

B sx二Bns ( GY)为拉普拉斯系数。

为了适应小偏心率和小倾角的行星情况，采用根数:

IZ=e sinw 二二

:二 sin傀inQ，
J、曰

e'slnci，，

ecos仍

sinicos口
(5.94)

k'二elcoso)'

=sini'sin伊，q/ = Ani'cosS2'

，
夕
r

h
尹

作基本变量，讨论它们的长期摄动。

以上面的根数为基础的受摄运动方程，可按(4,25)和(4,27)
式给出，但把R---> R。由于R中不含。。，而且

aR_ (j丝-ap+一a竺aq、
\ap aZ       aqa马，

aRah
........

aR =李'夕   aR坷   aR)
y、口夕dq，

因此h, k的方程为

.

h二 斌1一e2
一竺.母二+
a/C

a几

.

_Z

方七9下一一
‘J aR

妈。2 ynaZv1--e2 (，器+， a
刁a，

.

k二一

一178一

斌1一己“
na2

口...口..曰..口.

aR
，...自....心月.一-一....

ah

lb

htg一 0
‘

yna2V/1 _ e2
p一乏一十

口夕

al? _aR、
梦一二甲竿夕

dq，

(5。95)



又因R中第一项只含a'a!;而去掉周期项后是常数，在(5,95)式
中不起作用。R化为h,k, p,q后为

R = Gm'D[ h2+7C2+h/2+k'“一p2一q2一q`“一PI2
+2pp'+299 1〕一2Gm'E (hh'+kk，)(5.96)

略去高于p, q, h, lc第二次幂项，(5,95)式可简化为:

元二 aR aR
91a,2ak

居=一卫，一旦兰
naz

(5.97)

同理可得

二_1 aR二_
F‘.... } 2一一蔺二户·，梦=

.，。。一dy

aR

nag  a p
(5.97)

用.R代入上式后，要出现hf， ki厂，qI;必须将这些量的方程
列出再联立求解。相应方程推导相同，只是摄动函数主要部份.R‘与
R有简单关系:

R    R'

m/仍

而且展开式中求平均值后，系数0.1DJ*E+是a, at的对称函数，故
可通用。因此(5,97)式及相应的h'， k'，  '，                                 f方程可化为:
二

h二ak一月k，，1c=Ph'一ah
.O

ht二a'k/一(3 lk，k‘二(3'h一a'hl
二

p二a (q/一q)，q=a (p一pt)
二

p'=a' (q一qr)，of=a' (p‘一p)

(5.98)

}
其中

一
一
一
一

0
0
.
衬

"
O
D
.

2G仍‘.D 2Gm尸.E
a二

a，二

Aa2 。~2
'/ VtG

2G mD
Wa/2

ZG m.E

外，。，2 }

.99)

100)

显然a，户,a‘ ,卢‘都是大于00

(5,98),(5,99)式都是线性齐次方程组，容易解出。为避免四
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阶方程组麻烦，、采用复数形式，定义

X二k+,j-- ih，X‘二kf+斌二了几‘
可将((5,98)式化为二阶方程组:

X二斌一I. ax一训一1 P X/

X'二斌一1 a'X' - V一WX

二式中消去X‘可得

(5.101》

二____

X一斌一1(a

此式可解出

.

+a')X一(a a'一W)X=.}0

X=M 1 exp V一1(git+01)+M2exp V一1(g2t+“:)

(5.102)

其中M1,m8, c1, c:为积分常数;9'1,9:为二次方程

.72一(a+a')g+aa‘一as‘二0       (5,103)
的根。

由于判别式

Ca+a') 2一4(aa‘一PP' )=Ca一“I)2+4PP'>0

且从(5,93)式知D2 \ E2，有

as‘一卢月‘>0

可知91J.9:为正根。因此由((5,102)可得解为

h=肛,sin(git+cl)+M2sin(get+c2)

k=Mlcos(git+cl)+Mr.cos(get+c2)

同样方法可求出

hl=Mi'sin(git+Cl)+M2Isin(get -+- c2)

k1=Milcos(git+Cl)+M2'cos(get+02)

系数M,',M2‘与Mi,M:有下列关系

}(5·‘。‘，

}(5·‘05，

、pmt'==(a一gl)ml , PM21=(a一g2)My.    (5,106)

解((5104) , (5,105)式中共4个独立积分常数，可由t=0时

’‘初值。。，。。‘，。。，。。，定出。
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由(5.104)可得:

。，=h2+Ice=M12+M21+2MlM2cos[ (g:一g2) t+G'，一02]

(5.107)

同理

扩“二h/2+k/2二M1/2+M2 /2+2M1'M2'cos [(9，一g2) t+c;一“:I

(5.108)

此二式可看出偏心率e,0‘有上下限:

!M:卜IMZ!>。>!}M;!一}M:!!

!M;‘}+!M2/!>。‘>!!M1‘!一}M2'}}

并有长周期变化，周期为

2z/!g，一g2 l

}(5·‘”9，

(5.110)
泊

根据木，土二星的相互摄动，用它们的轨道根数初值代入可算出相

应周期为70400年，木星的‘在0,026到0之间，土星的e'在

0.084到0.013之间变化。

其实偏心率变化有上下限的结论，可直从方程(5.98)式导

出。由它可得
.⋯

月‘(h h+kk)+月(hf hf+k' k‘)=0

用(5.100)中的户，夕‘代入可积分出为
mna2e2+m/nfa/2612=C(5.111)

其中C为积分常数。用初值代入知“>0，故‘,ef变化为有限。

同样可讨论p.gq,.p'pq'。若令

X二q+斌一1p,Xl二ql+了一1pl

则由(5.,99)式得
___.

X+斌一1(a+a，)X=0

相应特征方程为

f'+f(a+a')=0

二根为f:二O,fl=f二一(a+ a');对应的解为
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p=Nisin(ft+Cl)+N2sin.c2

q=Nicos(ft+Cl)+N2sinc2

同理可求出p1, q1，系数定出后得:

，，=一a全Nlsin(ft+Cl)+N2sinc2
a

。，一a上N1cos(ft+Cl)+11r2cosc2

} (5.112'

C5.113)

、
、
1
万
‘
.
·
‘
皿
!
.
J
r

、
飞
1
，
汤
j
潇
1
厂
，
.
!
，
理
︸

类似于e2情况可得

Y2=,p2+Q,2==NJ2+N22+21V'lIV2co(ft+c:一c2)

Y 1z二p1“十q12二 a’丫2 _i丫
_- 2 l r 1一，‘，2
a

_.，

2一2 `}一-， N 11V 2cos { f t+c;一‘:)

(5.1协)

由此可得Y二tg2,y‘二tgif的变化周期为

2二/(a+of)

上下限分别为

IN1I + IN:卜日N1 I -- I -LV2 I

_.，!I_.，{!

--!!-IN, I+IN21一日a _N1卜IN2I!
a曰a     I!

对木土二星情况，周期为50700年，木星轨道倾角2二tg- lv在1 * 17'

到202'之间变化;土星的2f =馆“‘讨在0047‘到2033'之间变

化。

以上讨论仅对两个行星情况，在讨论一阶摄动时，容易推广到

”个行星之间的相互摄动。这只要把摄动函数扩充为
钻招

R=习 .R‘二习 Gm‘
=2落=2

一>一)

了-上_r}r;- }
k 4i    ri3  1

R =习G})niDlli(h12+k1“一.P l“一q12+hi2+k12一，‘“
玄.叹
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+Zplpi+2glq‘)一2 t' yG习'm'jEj，(h'lhi+klks)(5.115)

其中Dl i r El:为行星D:与P‘之间的量

Dl i=会Bl’‘’(a‘，，El‘=  1 B: s/2}a2‘of，
，we.

Ili = alla,<1,(如ai<al，取cr, ^ a,/a;式中 ·‘改为。:，}
(5.116)

用上面同样方法可求出。可用类似于上面的复数X's X/;相应的
二次方程(5.103)等应为”次方程;在。个根为实根情况下，可解
出为:

hs =阁‘·,sin(，“+c,)
ks=习M l s i cos(git+ci)

} (5.117)

对于ps r qs，相应”次方程至少有一零根;如了1-0，其余”一1
个根为不等实根，则解为

Ps=Nlssincl+习N,$sin(q f;t+“‘)
‘一2

介

qs=Nlscoscl+习Niscos(fit+of)
畜一2

(5.118)

两种情况中，当”次方程中有复根或重根时，情况稍复杂些，
但解的形式略有差别。而.I.相应的关系(5.108), (5.114)式仍然
成立，表明各轨道偏心率和倾角仍有上下限。另外，(5,111)式及
对应p.,方程的关系

7nna2r2+仍协，a，2尸2=0 (5.119)

的直接推广结果:
n

习Tainiai20i“=0
博.1

n

习miniai2Yi“==C!
犯.1

(5.120)

(5.121)
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式仍然成立。

以上方法原理和主要结果是拉格朗日在1776年得到的;后经

勒威耶(1839)，纽康(1895)，斯托克威尔(J. N. Stockwell ,18 7 Q) ,

勃劳威尔(1947)，斯克里普尼科夫(A. CkpHrnyHKxos,1965 )等人

进行改进，考虑了。,e0'v,Y‘高阶项影响。另外，希耳还考虑木星

和土星之间摄动项中，短周期项乘积产生的非周期项影响(1895)0

经这些人改进后，现在得到的结果见表5.1和5.2，其中没有考

虑冥王星。

表5.1八大行星的e, i上下限

emax eMtn 宕M。二 ixtQ

左
‘
n
U
八
U
n
引
U
迁
‘
咋
‘
左
‘
0
0

月
门
土
J
.
人
J
“
己
尸
卜
叼
n
嘴
‘

:
0
.
0

左
︸
八
U
八
U
n
U
n
︸

二\
墓‘、)入
/尸/一

0-

林
0-

今
亨

P-1

")C,

芥

多

手

0.2317

0.0706

0.1215

0

0.0677

0.1397 0.0185

0.0608 0.0255

9010".7

3016，.3

3 0 6'.0

5’56'.0

0 '*281.9

0。0843

0.0780

0.0124

0.0118

0 Of.6

07'.2

0.0145 0.0056 0 '047'*

其中轨道倾角感的上下限是相对于太阳系不变平面。

在根数h,k,p,q中的相互摄动项中，各长周期项频率叮、，人
对每个行星都相同，只是各行星根数摄动项的系数不同。表5.2

中给出yilf i(取f。为零根)值及相应的周期。

2.高斯方法、同拉格朗日方法类似，对受摄方程的右端函数

取平均而消去周期项。主要适用于不存在摄动函数的受摄方程。
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专序7，
，脚、.，口.-

、，

勺曰.口....目口......

gi(1/年) 周期(年) 周期(年)

十v.4633 237220 249160

研一7N。3447 176450

一5.2015

一rti。5708

一18.7436

一17.6333

0

一25.7335

197240

+17.3283 74 791 69144

+18。0023 71991 73497

+4.2959 301680

+27.7741 46662 50362

+2。7193

+0.6333

476590 一2。

一0.

9027 446480

2046400 6775 1912920

一
一
!
1
.
.
‘
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

呀
.
0
0

现以摄动三分量S,T,W表达的受摄方程出发，先取8,T,W
刘‘摄动行星Pf的平近点角取平均，定义

“。一1  227C fo
T。一f1  22} o

Sdm‘

TdM' (5.122)

、
、
.
盛
.
舀
.
十
‘
|
!
J

W。一1 [29 WdM，
27rJo

这种平均值定义仍针对行星间引力摄动情况，此时存在摄动函数，

故仍可用摄动函数的偏导数表达。若对其他形式不存在摄动函数

的摄动，平均值定义可取更适用的形式，或用调和分析方法定义。
’轨道根数的长期项CL ,   8 ,⋯定义为:

了
.
一

n
7
︺

，
土
户
j

.
8

尸
O
I
L

2
.
、
.

‘
、
、
.
，
.
.
叮
.
，
百
，
.
1
卜
!
t
.

言赢1万      27rnv 1- e2 fo‘(Osinfso+子To )CIM
言1/ 1-- e2   2ff27rZ J 0〔sin f Sa·(cos f + cos二):。:dM



乍
理
级
.
.
万
.
.
.
.
.
.
几
.
皿
.

万d

dzdt一丽1城"rcosuWodM,27'na2., 1._ e2 fo
亩·丽万1       .{ 21F rsinuW od,.}2}naa}/ 1- e2 sin2 o
盆·糯蔚;’I- cosf S。·(1·.fsinfTO]p

一丽ctg2,万     aIrrsinuWodM2rrca2-e/1- e2 fo
俞.瑞缸G0  27''nae o‘〔(卜、、一2re_]Sod11ta

一1   e2  227mas fo’(1 + p )sin f TodM
式中积分过程也可用调和分析方法进行。

方法原理由高斯在1804年提出，后在1896年，亚当斯(W.

S ,Adams )用于计算狮子座流星雨轨道长期摄动时具体化;希耳

于1906年曾用于计算金星对水星的长期摄动，对此方法有所改

进。但到现在为止，用此法讨论天体运动的工作很少。

第六节关于太阳.系稳定性问题

利用本章的结果，可以讨论天文学中的一个墓本课题一太
阳系的稳定性。在经典天体力学中，这个问题是建立在长期摄动
基础上讨论的。

1.拉普拉斯一拉格朗日定理。早在1773年，青年时代的拉普

拉斯就宣布，他证明了太阳系的稳定性。实一际上他所得结果就是

第五章第四节中一阶摄动下，行星轨道半长径a只有周期摄动。

这就是有些文献中提出的关于太阳系稳定性的拉普拉斯定理。而

且拉普拉斯当时还只是把摄动函数展开到0,e‘ tYilv‘的二次幂。
不久后，拉格朗日指出:不能只讨论a，如。，店有长期摄动也会
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影响太阳系的稳定性，并于1776年发展了他的长期摄动计算方
法，即上节讲述的内容。还推出了(5.120),(5.121)两个结果。

1784年，拉背拉斯根据拉格朗日的结果，发表了关于太阳系
稳定性的两个定理，文献上称为拉普拉斯一拉格朗日定理:

定理一每个行星的质量乘上半长径平方根及偏心率平方
后，对‘所有行星求和，则总和是常数加上周期项。用公式表达即

习。‘Vai ei=。+尸T (5.124)

证用((5.120)式，利用开普勒第三定律

n}ai=e(1+。‘)
可知

,nZa2二,,,/6(f+m万a=

其中取太阳质量为1。如只准到一阶摄动，根号中的，‘可略去。
代入(5.120)式即得

习TAi V a; e2二常数

但这是只讨论长期项(包括长周期项)结果，加上周期项后即为·
(5.)_24)式，故定理得证。

定理二每个行星质量乘上轨道半长径平方根及倾角正切的

平方，再对所有行星求和。则总和是常数加上周期次

，常数加P.To

证明方法同定理一样，.只是用(5.121)式。

牡，一

:37 m, Paz Y
i一1

这两个定理说明不仅。没有长期摄动，且e和2也没有。反
映出太阳系应该是稳定的。但这只是近似结果，不能作为太阳系
是稳定的结论。因为他们讨论中的摄动函数只展开到e, e', V., Y0的
二次幂项，这点经后人改进后认为影响不大。另外主要是一阶摄
动结果，如讨论到二阶或更高阶摄动，情况可能有变化。这两个·
定理现在只认为是具有历史意义。
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2.柏松定理。讨论二阶摄动时，柏松于1809年得到了著名

的定理。在讲述定理之前，先对摄动函数展开式结果形式作些处

理，使得展开式的三角函数中只含有两行星的.三个轨道根数Q,

w,Mo;而系数中只包含另三个轨道根数“loop礼
根据'5,3的展开结果，摄动函数为

、
.
产

阳
办

O
自

，
工

口
勺

了
.
、

1
‘
f
/

R二习PCOSQ

Q=PM+p 'm‘+夕II+少n‘

二PM++p 'm/+i(0+j' (c)‘一jo一i/o/

其中势，Y'‘为两个辅助量，与I一起在图5.1中定义。故上式可
改为

R=习P〔cosQlcos(夕0+歹to‘)+sinQisin(jo+ilo‘)〕
其中Q;二pM+P'M'+了。+少(01，系数..P中的

s2一_;_2 I_
v一Kit 11—‘

2

1/二___，、
一X.一 k 1一UU51，

乙

一起，都是轨道根数感，2t.0口一口‘的函数。函数关系除((5.23)式
外，还可根据图5.1中球面三角形NNII，得到下列关系:

、
、
l
l
l
e
e
s
e
;
!
1
1
2

cost=cosicosil+sinisinilcos(Q一,S21)
sinlsino二sinilsin(S2一Qf-)

si nlcoso=cost'si n2一，i n2'cosicos(12一Ql)
sin-Tsin0l二sinisin(9一,0')

sinlcoso'=一cost'cos2+sinisin2'cos(S2一flf)

(5。126)

这些关系与(5.28)式一起，可以把cosl,sinI, COSO , co种f .9 sing,
sino‘及它们的幂次和倍角三角函数都表达为sing, cost, sin2rs
'cost'的幂次及口一穿倍角的三角函数;再把口一侧的倍角三角
函数并入Q:中，即得形式如:

、
少
r

甲
‘

0
1
‘

1
么.

曰
勺

了
.
、

、
，
、
‘
.
‘
.
.
.
r
.
.
.
了

R=习P'COSQ声

Q‘二PM+PIMI+im+iIw‘+。(Q一Sat)
P尹=P尹(a，a‘，e，e‘，i，2')
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万的展开式。如把非周期项单独列出，则得
B=习P0 1COSW+习PIcOSQI

Q。‘=im+i‘。‘+“(口一12‘) }C5·‘之‘，
在这样的展开式基础上，.R对轨道数的偏导数应分为两类:对

。，0，味有

器=二a}  p0l ascos W·E豁COSQ,
e,2相同，都是Q，及Q0‘的余弦级数。i^对,f2.cv,M。则为

器一MP0'ssinQ0I+I]PlssinQ'
cv,M。相同，只是对M。的偏导数没有第一项都是Q`及Q0‘的正

弦级数。代入拉格朗日行星运动方程后‘;a, e, d叮dt方程右端是
.，.

Q/， Qo‘的正弦级数，而12P。，M。方程右端则都是Q/.q Qo‘的余弦
一级数。因此积分后的一阶摄动为:

。二a。+习AcosQ‘
e=e0+elt+习AcosQl

Q2=20+21t+习AcosQl

Q二S20+,alt+习Bsi nQI

。=。。+。，t+EBsinQ/

M。二M0。+Molt + f BsinQl

(5.129)!
.
.
.
2

这些结果为行星P的轨道根数一阶摄动结果，用第一节的记号为
p=-P (0)+mip(o，1)

行星P‘的轨道根数一阶摄动结果仍为(5,129)式形式只是应记为
q=q (o)+mq(‘，o)

现在用这个结果讨论a的二阶摄动，并证明柏松定理:
行星相互引力摄动下，轨道半长径不存在摄动长期项，只有周

期项和混合项。

其中的混合项是指时间同周期项的乘积，文献中又称为柏松
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项。

证明从。的二阶摄动出发。
.

。(0，2)= aa尸TT-1了坦兰、
一、ap，

它应有一两项.

，(，，‘，)
r
.
‘
，
，
且
‘
/

、
‘

内
U，

，
二

r
、qa‘生，1)·I( 一些竺1

刁a，

口Far} (5.130)

.

其中F为拉格朗日行星运动方程中，。方程右端函数:
。ZaR。了，_:_六，
刀=一一一二~一一一二，二下二一一二2;工151工.i斌'

na仍‘am。一
(5.131)

全部为周期项，系数刀仍只含有。,e,2,ar ,or ,2r oQr中的平近点角

MSM‘应为

r
卜
︺
.
产
，
、

户
︺
夕
.

M二M0+

M'二Mo，+

t二Mo+p
(5.132)

rd云 ==Mor+pr

在二阶摄动讨论中，尸对。的偏导数必需考虑近点角M中隐

,a，即p中的“，故有

PJ
、
、
，
产

厂
一
;

a尸
as

dp应为对应

了一a、
、刁a}，

aF
、n

日尸

d“的摄动，当J。二a(0,1)时有

的
中

含
其

dp==p (o，‘)=
r，。，、，，Rn.r，.。、，。
!n,%#’&,at=一一分，红!a%,v，i'dt
J艺a.J

(5.133)

由前面可得

a(。，2)=}一 aF、。(。，‘)
、dl，0

aF.Ial、
十.一-—.

\ap，
p (o，1)+ (臀)。“。，‘，+

a尸

(5.134)

其中。co,1)， ecn,1)⋯为(5.129)式中去掉常数项ao p eo f⋯的剩余项，、
但要去掉仍尸因子。

(5.134)式中第一项取偏导数时只考虑F展开式系数中的a,
因此有
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PI-.,-
lk Aa

)a (a，‘)二‘习一塑场1。.Q，、·,MdcosQ'
}. o\dQ，

二.P.少

次是两个纯周期正弦级数与余弦级数相乘，仍为纯周期正弦级数。

又因

，。，’)=一3noa2alo f(。，l)dt二lksinQ‘
故有

(黑、。(。，‘，一(EHPCOSQ')·f,ksing,
\dp，0-

止P.T

但

_尸f黑、。(”
、de/a

，;)二，J]el~ a-一 sinQ'
口el

十(二争inQ')·f AcosQ’
二t(p.T)+尸.T

其中t(P,T)即为混合项或柏松项。

同理，
a尸(月攀、

\习亿/
感(o，1) 了一a、

、刁2，

日P
a口 “(’，‘’，(-q Laoj) o仍(。，1,，(aF )aMo

、。(。，;)结果与} aF }。‘，，‘)相同。故积分后可得
一n“一’、加/。”””’‘’“’‘一‘”一’-

。(o，2)二云(PT)+(PT)(5.135)

同样方法可证明。(‘，‘)也有一致的结果，这就证明了柏松定

理。

至于混合项，表面看来在t -)I.- oo时也会到无穷。但很多人都

已指出，这是方法造成的，可以采用适当变换，可不再出现混合
项。当然，二阶摄动所得的结果不是太阳系稳定的结论。

3,高阶摄动的结果。勒威耶和厄日尼提(Egintis)，阿雷杜
吸Rare七u)等人在19世纪中后期已指出，行星轨道半长径存在三
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阶微小的长期项。1955年，美弗罗瓦((J. Meffroy)具体推出了a的
三阶摄动长期项为:

0s‘，，，

J共11 m/3ta7/2a‘一。12e12Sin(2o)一2(ol)
2。

后来经多人验证，结果可靠。

但另一方面，在1874年，纽康就提出一种逐次逼近方法，可使
行星坐标摄动只出现周期项。后来邦加雷于1893年在他名著《天
体力学新方法》中提出一种逼近级数概念，以及一种他称为林德斯
特(Linds七ed七)正则变换方法(实际上是他本人的)，解含小参数的
一般三体问题时，得到了以正则根数为变量的逐次逼近解，其中并
不包含长期项。

本世纪60年代，李氏级数应用到天体力学中后，不少人用于
研究多体问题的解。其中以英国的梅塞奇(P , J , Message)的结果
最受重视。他在1976年发表了用李氏级数按邦加雷的正则变换
方法，得到了平面多体问题(有一体质量特别大)的逼近解，其中
只有周期项(原文发表在论文集《Long-Time Predic七ions in
Dynamics)) pp, 279-293,1) Reidel Publ, Co,1976)。文中假定了
初始轨道(绕大质量体)接近圆形。后来在1982年，又把些结果
推广到一般三维空间多体间题，仍有大质量中心体。他在雅可比
坐标系(见第六章第二节)基础上采用推广的德洛勒变量，再变换
为邦加雷变量。然后用李氏级数定义的正则变换，成功地逐次
消除摄动函数中的短周期项和长周期项。最后证明了在任意阶摄
动下，每个行星的轨道半长径只有周期摄动(短周期和长周期)
(·原文发表在《Celestial Mechanics)) Vol. 26 . pp. 25-39, 1982).
这是迄今为止讨论半长径高阶摄动的最好结果。但仍不能作为太
阳系是稳定的结论。

4.关于太阳系稳定性的阿尔诺德(B,N,Apx4A-BA)定理，
KAM理论创立者之一阿尔诺德把KAM理论用于太阳系这个动力·
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系统，得到了研究太阳系稳定性的定性研究结果。由于KAM理
论要在“天体力学定性理论”课中讲述，这里只叙述定理内容，并作

适当解释。不对定理证明。

定理若行星质量(相对太阳)，轨道偏心率，轨道倾角都足够

小，则对几乎所有的初始条件来说，在行星相互引力摄动下，行星

永远是拟周期运动，各自轨道永远保持在一个细小的环面上运动。

其中几乎所有表示除开使行星运动产生轨道共振的条件外。

而在相空间初始条件集合中，符合轨道共振条件的子集测度为。，

即定理表明的稳定性差不多是成立，不稳定的概率为0。而拟周

期运动为一种有界的环面上运动。例如某一行星坐标

x=(R+9"COs (p)C092

y二(R+rcos(P)sinl

么二rsin1p

而角度又二”:云+ 2a, (P= net + (po，其中比值nd":为无理数。则此

行星坐标为时间t的拟周期函数。如R;r，则t->. o0时，行星永

远在环面上，环的中心半径为R，垂直于xy平面的截面半径为

ro而且永远不会重复到任一经过了的位置。这就是一种简单的

拟周期运动。

5.近年对太阳系稳定性的数值探索。随着电子计算机的

不断改进以及数值方法的迅速发展，近年来出现了一大批用数值

方法研究太阳系稳定性的工作。多数是研究外行星运动的稳定性

(木星开始’)，用最大李亚普诺夫特征数LCN来表示轨道稳定性。

首先发现冥王星的运动是混沌状态，积分1百万年后，LCN值已

明显接近0.05(原文参见Sussman G. J; Wisdom，((Science))

Vol, 241,pp.433一  437,1988)。虽然冥王星运动对太阳系稳定性

影响不大，但也提出不可能进行长期预报精确轨道和位置的问

题。法国经度局的拉斯卡(J. Laskar)近几年的这方面工作更为系

统。他对太阳系9大行星的运动一起讨论，采用平均化(去掉短
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周期项)的运动方程，用亚当斯方法数值积分，步长为500年，最1:},

积分时间跨度为2亿年。为了进行比较，他还建立了除冥王星外

的8大行星分析运动方程，准到二阶摄动以及展开式准到偏心率

和倾角的5次幂;其中还考虑了月球运动和相对论的长期影响。还

用JPL的DE102历表比较了4400年的计算结果。认为可靠

后，再进行计算长时期的LCN值。下面先通俗解释LON值。

初始轨道同邻近轨道之间距离设为‘，初值为‘(0)，在时间

T时为d( T) o当T--io. + oo时，若有
d(T)一d(0)。‘21

则我们称初始轨道的LCN值为2。若A>0，显然轨道是不稳定，或

称运动为混沌。若2=0，则称为中性稳定，拟周期运动的只二。。

若2<0，则称为渐近稳定(必然是非保守系统)。对于”维动力系

统，应有。个LCN值，一般取又为最大的那个。

拉斯卡用三种不同方案计算‘的LCN值，得到的1----,0.2，表

明了太阳系天体运动的混沌状态，绝对不可能成为拟周期运动。

他还分析了产生混沌行为的原因主要是几个内行星的轨道长期共
振现象(原文见《Nature)) Vol. 338. No. 6212. PP. 237-238.
1989)

以上表明了分析方法和数值探索结果相互矛盾。有待进一步
，研究。
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习题

1若讨论三个行星PI， P2， P3;质量分别为。t,m2,M33轨道

根数分别为六维向量p1,q,r。试用第一节的方法，给出一阶摄动项
公式。

2.同上题，进一步给出某一行星的二阶摄动项的微商表达
式。

3.若天体所受摄动不是其他行星的引力，而相应的摄动函数
为下面形式

.R=Ef(p，云)

其中p为所讨论天体的六个轨道根数。试给出以p为变量的一、
二阶摄动表达式。

4.试分析摄动函数展开过程中的主要困难。

5.讨论(5-32)式中定义的距离d;的几何意义，并用大行星

轨道根数值，验证收敛条件(5.34)是否都能成立。

6.试用第二节的有关拉普拉斯系数的结果，证出关系(5.52)
式。

7.导出拉普拉斯系数所满足的微分方程(5.53)式。

3, (5.76)式只给出了”二1,2时的纽康算子，试继续给出.
二3时的所有纽康算子的表达式。

9.若两行星的平均角速度”,nt严格通约，讨论它们一阶摄

动与第五章第四节结果有哪些不同?是否还存在长周期项?

10.试导出根数9在另一个行星引力摄动下的二阶摄动结
a氏
.-IT-.
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11。试分析现有讨论太阳系稳定性间题的各种方法，指出各
方法的不足之处。

12.在讨论长期摄动的拉格朗日方法中，只有两个行星引力
摄动下，特征方程((5.103)有一个根为0时，对应什么条件，此时
的解如何?

13.试列出”个行星相互摄动情况对应的运动方程(5.93) ,
(5.99)式。
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第六章三体问题

兰体间题是天体力学中最重要的力学模型之一，已有三百多
年的研究历史，但至今未能最后解决，仍然是活跃的前沿课题之

一。本章仅限于介绍有关三体间题的最基本的结果以及重要有用
的特殊三体问题。

第一节多体问题的运动方程和积分

三体问题是多体问题的特例，故首先讲述多体(N体)问题的

基本结果。虽然在质点组动力学中已学过，但为符号和系统一致
起见，这里也简要讲述。

设聋个质点P‘的质量各为”‘;在某惯性标架中，P‘的位置
向量为ri，令

为P‘到P，的距离向量，

程可写为:

一)一)一)

犷‘i=犷i一犷。

则任一质点的在相互引力作用下运动方

仍:ri二
。n0211e     ``i饥，户
u了1一-一一二一'i古

界或犷、、J
.，口J

(6。1)

由子天体之间引力为保守力，故右端向量是梯度向量，存在数量函
数万为:

u二冬。n  n
乙畜=1}今感

价乞、m‘
‘J

犷:了
二e习艺

‘，1i》‘

mi仍，

犷‘了
(6.2)
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貂寸二芬奋卜一扮毛以喊)a片
压r,毛a}J1J }口匕N}1/a:

'lit、r、二
二 Grad口二v口 (6.3)

其中V为偏微商算子向量，对r‘的三个分量00i fyt) Zi 取偏导数。

由于2=1,2,‘二二，(6.3)式为。个6阶方程组，共为6、阶。u
即为”体系统的力函数。

由方程((6.1)或(6.3)式可得出几个经典积分，首先从(( 6 . J.)式
-)一>

直接可得(因r‘，=一rji)
伦一)协件

S!仍、r。=S'夕口
日...目‘.曰匕..目日....日

饥‘mj

i‘1    1.1j今i rijs

-》

r‘了=0

对时间云积分一次可得:
一)-.>一>

mir,=A，A=(A1，A2，A3) (6。4).
.
吸
.
，
.
弓
二

，
J
.
，
.

了’为常向量，三个分量Al ,_42,A，为积分常数，此式称为，体系
统运动方程的动皿守恒定律。

(6.4)式还可以再积分一次得:
件一)一>一)

艺。‘ri二At+刀
‘一1

(6.5)

-)

共·中.B也是常向量，三个分量BI ,B2pB3也是运动方程的积分常
一)

数。由于牛顿力学中，”质点质心O的坐标r。应为
一)几

Mr,,=习。‘
一)

r‘ -m-=ill。‘
‘一1

(6。6)

巴似3.5)式即为，·，，
Mr.二A云+

一)

B

此式称为”体系统的质心运动守恒定律，表明

坐标系中是等蓦直誊运动、*

(}"..7)

”体的质心在惯性

另外，因ri x ri j=一rj u rji，故由(6. l)式可得

习二‘
玄=I

一)

r‘x

二

-)””一一-)

犷、='S! S`awe9lvi"iiv j
界.i ;+}     r;

.尸一口J

-)

x r; j=0
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即

d么户
~.3-1一石仍‘了‘
Ufd落.I

对君积分可得
.

林礴--)

叉仍‘ri X犷‘二
一)

刀 (6.8)

其中刀的三个分量DI p DI., D3也是积分常甄(6,8)式表明”体运

动丝总动量矩为一常向量，故称为动母矩守恒定1*0总誉r--,EtR-) Ti H
量D也在惯性坐标系中有固定指向，故通过质量中心与D垂直的

平面也是固定的，此平面称为总动量矩平瓦太阳系可看成一个

”体动力系统，它的总动量矩平面现仍称为拉普拉斯不变平面，是

拉普拉斯首先指出的。

另外从(6.3)式可看出
·令界

.
﹄
笋

:

·犷‘二叉r‘·V万=

d。
—,4;0  1J‘
rif
、口侣，‘.侣】s

口a‘J

二

一)-)

ri.ri=

对云积分可得

T一工nL
2P花

二

今今竹，
饥落犷‘.犷、二U+万 (6.9)

，_其中T即为。体系统总动能.0E为积分常魏由于力函数U即为

。体总势能反号，故T-叮为。体总机械能，(6.9)式又称为，体
系统的能且(机械能)守植定律。

上面已得到(6.4),(6.5),(6.8),(6.9)式共10个积分，其中

包含10个独立的积分常数:11 ,42*A3,B1,凡，B3 ) Dl， -D2 ,马，Eo
这是在18世纪欧拉就得到了，称为。体问题的十个经典积分。‘这
10个积分反映出在牛顿力学中多体间题具有四个守恒定律:动从
守恒，质心运动守恒，动量矩守恒，总能量守恒。现代提出的大量
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新引力理论中，以是否满足这四个守恒定律作为分类标准。四个

守恒定律都满足的，称为全守恒引力理论;只满足后两个守恒定律

的称为半守恒理论;四个守恒定律都不满足的称为不守恒理论。

爱因斯坦的广义相对论是全守恒的引力理论。

自从10个经典积分得到后，天文学，数学和力学工作者一直

在寻找二体问题的新积分。二百多年来的努力，至今尚未实现。

早在1843年，雅可比就得出结论，如果m阶力学系统已找到

.m -- 2个初积分，则剩下的两个可以用他提出的方法求出。二体间

题为12阶已找出10个经典积分，正好只差两个，故已解决。三体

间题为18阶，差8个。但是后来的研究表明，不仅未找出新积分，

反而出现了一些否定结果。1887年，勃隆斯(H,Bruns)证明，如

用直角坐标和动量作变量，则三体问题除10个经典积分外，不存

在新的代数积分;而于1893年法国人班勒卫(Painieve)进一步证

明，不存在动量的代数函数新积分(坐标可为任意函数)。另外，

1889年邦加雷在《天体力学新方法》第一卷中证明，如以轨道正则

根数为变量，则三体问题不存在任何单值解析新积3}o即所得积

分为所用变量和时间云的单值解析函数。这样几乎把寻找新积分的
路子堵死了。

19世纪末，数学家索弗斯·李(Sophus Lie)用李群解释积分

的存在性。并对已知初积分分为两类。按照柏松方法，若F，二

C;，F:=仇、" " "Fk = C。为原动力系统正则方程组的初积分，利用每

一个积分，一般可用来降低原方程组一Rl o但对另一些特殊积分，

满足条件，

伊‘;F ,k}=0(6.10)

则这些积分构成一个特殊系统，称为对合系统。若正则方程组有

k个积分组成对合系统，则可用它们把原方程组降低2k阶。这就

是著名的李氏定理。

本世纪以来，不少人针对三体问题进行讨论。因为三体问题
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已有10个经典积分，只要能组合成9个积分的对合系统，甚至a

个积分的对合系统，就可以使三体间题成为可积系统。可是，经过

很多人把10年经典积分进行各种组合，最多只能得到6个积分形
成的对合系统。因此三体问题只能最多降低12阶，成为6阶方程
组，具体降阶过程在第三节讲述。

甚于一些特殊的三体间题，如限制性三体题等，将在本章后面
讨论有关积分问题。

除了上述10积分之外，朴体问题还有一些特殊的关系式，
如下面介绍的雅可比公式。

在直角坐标中，力函数I7对所有坐标而言是一1阶齐次函数，
因而有关系

习犷，· V口二一TI 't 16.11)

设以。体质心为坐标原点，定义”体对质心的转动成f-aJ7

I二习m c7", 2二51, m'irz' r, o 0.12)

二

宁=-911vo,klr)_M.M
山一。I "-isvi，’落一J落

\{一1

_1_~竺一)
”2【217+Z,;ri·

\‘吕1

+n‘    -> ->Ymi trio trifool

v万)
二2 k Z.L_ , U)二2(1'+E)             (6.13)

这就是雅可比公式。
...

当I >0，表明I增加，故会出现I-} + 00，整个系统不稳定;
⋯

但若I Co, I递减，有可能1、0 (I为正)，也不稳定。故要使“体
二

成为稳定的系统，要有I二0，即有

22'一U二T +E=0                (6.14)

致是著名的维里(Viril)定理。
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第二节雅可比坐标系

讨论三体间题，有时对。体问题厂都常用到一种对称性好的札
对坐标系，是由雅可比提出的。

在第四章第二节中也给出了一种相对中心体的，体受摄运动
方程，虽然也是相对运动，但形式不对称，有时在理论上讨论不够
方便。雅可比坐标系用下面原则建立。

先只考虑三体系统PO Pp1 p P2;它们的质量为。。，。:，，:;刘
-.》

质心某惯性坐标系的位置向量为ri。由上节知，三体力函数为

-)一)

U =G momi( Ir+，.m2m1M+m=mom'
、、口Oi一12，’Z0

-.勺尸

犷;⋯，应有关系

(6.15)

fit于犷，:二rL一

v·:不s
l

二一V护名r1，
(h?。16)

其中用符号Vr:表示对::的分量取梯度的运算。另外由于质心为

坐标原点，坐标专速度都为0，则有
-)~)~)

moro+?7Z产1+mgr:二n (."}.17)

现在说明雅可比坐标系原理，取一组惯性标架为基础，坐标原
~)

点可改变。P:的坐标取为相对Po，即以P。为原点，记为r1f，显

然有
一)一)一)

r1，=r,一To，(6·18)
雨P:则以尸。，尸:的质心a;为原点，坐标记为rZ}，由于公;的坐标
应为

一)一)

(moro+。:r:)/(。。+。，)
I此有

一)一)

r2/=r:一

-)一)

moro+ml汽 仍。+饥1+仍:

饥.+仍1 m。十Ml

一)

T2。(r。j,)

，n，
‘.、J‘‘



由上而可得:
-)
h"，_
., ,一

二 1mlv一仃一,}y1}vrM,0一叮二
饥。饥1

饥。+m1
Vr1,U

一)

r2二
饥。+仍1+仍2

TA o+仍1

一卜

r,二
mn+m,+9n4o_竹

一-一理二--一-1-~---                                       r‘1
1一，一、一Vr名一
l 'i f v�勺.’Iltl，1’11口.
、.二‘口.

一)一卜 一卜一) 一) ‘知

又因r1 I , r2‘分别与r;，r:是线性关系，对r:取梯度运算时同r to无
，)-)-)

丸对r$取梯度时则与犷。，犷:无关，因而有

一)

F1r1，
二

一)

产2r2 I

v，:，Ul

、，2，ref
(6.20》

其中1-1 1 pp:称为P1 ,P:的折合质it，定义为

产1=
饥1饥.

mo + m1 '
忿二

饥:(仍。+仍;)
仍。+仍1+m2

(6.20)式就是甩雅可比坐标系表示的三体问题方程。由于是

相对运动方程，已利用质心运动守恒和动量守恒的积分进行降阶，

故(6.19-)为12阶。式中口应表为雅可比坐标的函数，由上面关

系容易看出:
、
飞
|
|
.
|
l
r
.
.
.
.
.
.
.
1
产

-

卜
口
亨犷。二一

甘

仍1

仍。+仍1

饥乞

仍。+仍1+}Z2

-)

rIf

m么

仍。+M1+仍名

-)

r2' 21)

:
八
0
八
勺

泊
了
、
了
.
、

一

，
口
了

‘》

犷，=
占

‘》

犷Z=

仍o

mo+ml

仍。+仍1

仍。+仍1十仍Z

一)

犷:，，

l
r
l
l
e
e
e
e
、

因此;言
一)一)

汽，·八，“八/2一一2
1犷0

-)

To盖==1几‘+ 仍l

饥。+叽1

一》

r,尹!“ 22)

一>

犷12二I rZ'
口令

__一rf} `o ------}' l
仍。十，，

八八气

一乙UJ-



三体总动能
.-.⋯

T一合二m.r}" rz=1 }lr }2    1·rI}+1内   - >·  ->2 }2 r2}" r2}“·23’
以上讨论容易推广到。体系统情况。设PO P pi . ... . Pn-，为”

体，质量为“z.i = 0,1, 2, ...“一1。再取r3‘为以PO ,PI ,P:三体质
.一>

心为原点的坐标;并以此类推，r”一;‘为P。一;点相对于PCP p, p
尸，_:的质心为原点的坐标。所用标架都是同一惯性标架。如设

产‘二 饥‘(仍。+ml+
仍。+饥I十

+仍‘_;)

+仍‘
(6.24)

为尹，的折合质量，则”体在雅可比坐标系下的运动方程为
.

。。矛·VU(6.25)
‘二1, 2, ""-”一1; U为”体系统的力函狐

现在回到三体问题情况。用雅可比坐标也可化为正则方程组。
-)一)

就以Pl , P:的坐标:1‘ 0 r2‘为广义坐标q=(xll. yl"pz1f.xzfp Yzf.
气‘)，相应的广义动量可用

__aT一，.，几一，，。竺，二·’-一’·
F=一一'1 N一一=+I汤I.，Plyl,，plzl，p2 X2'，P2Y2'

oy

.

产2Z2)

(6。26)

即可将运动方程(6.20)改为正则方程组

"q二一昙}.，         .C -一-all
0P d9

H二T一U

2.2·2

+92+q3) (6.27).
口
占

2
‘
、
、﹃

1
二

月
1
一
尤
‘

一
Q
‘

-一

.2·2.2

(q4+q5+q8)一U

下面利用正则变换对三体运动方程进一步降仇先介绍雅可比变
换。
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第三节用雅可比变换降阶

为了全面了解雅可比变换的降阶过程，本节仍从惯性坐标系

下的‘”阶三体问题运动方程缪。设三体为p1l，质量为，‘，在
某惯性坐标系下的位置向量为ri,2二1,2,3。以三体的9个坐标记
为q=(二;,yl,Z1,x2,y2,Z2,-T3,y3,Z3)，相应的动量夕_ (m A , T'lyl p
m'1 z1 , m2x2 , TI12Y2,-。:::，m3X3 ., m3y3 . MA)与q互为正则共扼，运
动方程为

‘
、
.
声

八
乙

9
“.

八
七

.
了
、

\
犷
1
1
1
了
.
|
!
e
e
J

、
.
，
产

.
弓
即

2
0
口

二ax_a.K
y二-万二一一，F=一一11% -，

口夕       oy

H=T一口=夸习1 lmi } ‘一2+夕2PM一:+.p

。1刃乞.mo   momg_mQm，、
一廿叹一M‘一+一户       vM一十一M一)

、”12”23”31

现用第三章第四节中隐函数定义的正则变换，采用定理三的
形式，设新变量为(v,u)o雅可比取生成函数S二S(q,u)，具体定义.
为:

S=ul (q4一ql)+肠.(qU2。一q2)+u3(q。一q3)

+u4(

+u8(

q7一
mlgl+m2g4

仍1十m2 )+一(q8- m1 q2+仍:q3m2gr
m，+m'
L口日

q。一
哪，4' Q+饥2 Y Ft、

~-~一L i }+一一一一一二二二，
7n.+ma，
~1一自

+u?(ml q1+m2g4+MW 7)

、
声
r
﹃
.
、
，
声

0
口
八
U

9
自
乃
0

+u$(mlg2+仍.q,M2+m3q,3)+ue(ml q3+M2g8+m3g9)

(6.

则关系:

，=_as}aq，v --aS
为正则变换。上式各分量写出为:
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V1=q4一T，    22=q。一q2，  2's=qe一q3

v。=a，一
月介一1

ntiI q止m2g4，。』
仍I+仍么

二g8一
7njg2+n2 2g5

fa21+qn.2

二q。一
mugs+7n.2ge

m，+m.)
1‘日

，v7=Tnigl+m2g4+msg7

=mjq2+m 2q。 4- msg8，v9=milts+m2ge+msg9

口
U
S

心
刃

7
污

肠
肠

V,=一u。一
J‘1                    1

+m

P2=一u:一

饥1肠4

ni,1+饥么

饥I肠5

ml十m2

nzlue

TA,+m2

+in

P3二一u3一 +饥lug

二u，一
1

一47L2u4 ,+饥226'
m.+仍空

二u2一
饥2u5

ml+m2
+m'2ua，

尹
尹

7冷OUR
公。二uR --一一--r一    v-一十的乞。拐。‘
J.二_~⋯，“廿甘

,fib.月.'Iit,c)
1口‘

尹7=2b4+m3u7，夕s=U5+m3268，夕9=268+m,3u9

一(6一1)
一

一
一
一
C
’
3
2
)

注意，坐标变换(6.31)与上节(6.17),(6.18),(6.19)式一样，

只是因取三体质心为坐标原点，对应的。7二。a=v9=0。因此上面

正则变换，正是雅可比坐标变换的正则扩充。新坐标(v1 p v2 , v3)即

p21相对ply的坐标，标架未变;(v4pvspvo)即p31相对pIf同p21

的质心坐标，(v7.9va.9vo)为三体质心坐标明样可看出:(“;，“‘，
x.63)为上节的。irl‘  p (u4pusp。。)为上节的112x21 .0(“，，“。，。。)为三体
质心的动量分量。如果以三体质心为坐标原点则有

v，二v$_'V9=u7=u$二”a=0            (6.33)

即变换后新正则方程组已降6阶，成为

二._aH
，u二‘—

au

H不变

_，_aH
。场=一—

a公 (6.34)
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，c.“只有六个分量，为12阶方程组。

雅可比又给出第二个变换，再对((6.34)式降阶。但先要说一

下原动量矩积分在上面变换后的形式。惯性坐标下的动量矩积分
为

.争.)

m‘犷‘xr:=
~)

刀
.
.
，
.
月
.
心
二

.
0
一
叹
产
-
.

，
d
古
.

换为新变量，可用(6.21)式代入即得:
二

->一)一》一)-卜

D二践气‘x叭‘十产扩扩x几，

用新变量。，“写出即为

DI二vIu3一v3UI+'V5“一vdu6

D:二vSu:一vIY3+veu‘一v4ug

D3=vlu:一vIU!+v,4u。一v5u,4

(6。36)

、
呈
里
1
!

(DI， Dz， -D3)为三个动量矩积分常数，也是总动量矩刀在坐标架上
的分量。

雅可比的第二个变换为第三章第四节定理三的推理2形式。

用&P)表示新变量，定义正则变换的生成函数S=S(u,Q)，也
不显含时间云，具体形式为:

S==一(u2sinQ5+、;c ola Qs)QICOSQ3

一QisinQ3,/(u2cosQ。一、isinQS)’+u32””’
一(u5sinQe+u4COS Q8)QICOS Q4

一QZSin.Q4'\Au5cosQ。一心inQe)‘+ ug2       (6.36)
则函数关系

‘._aS。_aS
ilu一一—.上=一一一二了一

a肠‘aq

为正则变换，具体分量形式为

。:=Q:。。，Q。。。，Q3一Q1(upcosQ5  ulsinQs)sinQ3sinQa{
v(u2cosQ。一“lsinQ5)‘+u3 z}
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。:二。:。1。Q。。。。Q3+ Ql (utoosQS - u1禁b)sinQ3COSQ8,QlsinQscosQs                     n \ 2  }, 3
丫气}c}2vu}叱r}一'141 i!$ 1 J.哪s J  -r W2

Vs二
Ql u3si n Q3

斌(u2cosQ。一ulsinQ。)“+u3

V4=Q2COSQgCOS吼一
Q2(u5COS Q。一。4sinQg)S1nQ4S1nQ6
了(u5cos Q。一u4sinQe)“+vet

U5=Q2cosQesinQ‘一
斌(2G5CC`Q
QZ(u,5cOsQ, - u4Sin.Qd)sinQ4sinQe

Pi=(u2sinQ。+ ulcosQr,)COS Q3
+sinQ3护呱而硕乒ulsinQS)“+u3

(2c5sinQe+u,COS Q.)COSQ,4
+sinQ3斌(u5CO硕子- u4slnQe)’+ue

一Ql(u2sinQb+，，COSQb)SinQ3

一
一
一
一

2
0
0

尹
P

+Q1cosQ3仍瓜而瓜刃ulsinQb)2+U3
一Q2(u5sinQe+u4c0SQg)sinQ4
+Q2cosQ4 V(

(u2co.SQ。一ulsinQ,)Q,COSQ3

一
一
一
一

鑫
5

P
P

Q, Si n Q3(u2c0SQ5 -- u,~ sinQ5) (u2sinQ5 + ulcoSQ5 )
叔雨OSQ。一、1sinQb)“+u3

Pe=(uoc0SQ。一uisinQ,)Q1cosQ4
Q2S1I1Q4u cosQ8 - u sinQ8) (u5SinQg + u,4c0SQe),}(5              4'

(6.37)

此变换看起来复杂，但分析新坐标和动量的意义就清警了。
由于('V1 j,'VI j, `U3)为P:相对P:的坐标，即上节的rI I，由上式知

v12+v}2+,U32==Ql $
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即Q，=Tit(6.33)

另外由于P:相对P:的运动，受到P3的引力摄动。如用吻切轨、

道根数，则.I':的警标仍可用母体问题结果导
or I=rl'cos f JP+TI‘sinf fQ

在惯性参考架上的分量(vi,'U2 ,'V3)可表为

、
、
了

O
口

健
U.

丹
七

了
、

、
.
!
|
了
|
|
夕

ti;二Ql(COSDI cosul'一sinDIsinul'cosil)

v2==QI (sin,2Icosul‘+cosolsinul'coszl)

'V3=Q，sinul'sinzl

其中DI., 2，为P2‘相对PI‘运动吻切轨道面对坐标xy面的升交点

经度和倾角;u1' =J I + WI ,W，为近点角矩，f:为P:在吻切轨道

上的真近点角。用(6.39)式与(6.37)中的'Vi # 'VS , v3式比较，即可

看出关系为

毛
声

八
U

J
任.

九
O

矛
‘
、

、
.
挂
.
!
!
‘
一

Qs=Q1，Q3==。1‘
MOOSQ，一u。sinQ，

cosh，二一-，==v  -吧竺        v兰竺==土二=二=三兰七=二二==二=
二一—一--一奋砚尸一一一一一一—-.矛户、‘nn

/1.，八AN，.。，ri t r，.、石二，山

、/k th2tivJ ,oz 5一u'1i*511-LW6I甲-Ca3

Sing u3

万.(u2COSQ6 uisinQe,)2 + u32
但”1 .9 u2 , u3为P:按折合质量JU，相对P;点运动的动量，在标

架.C 1一二yz上的三个分量;即((6.27)式中的Pi,v Pz J, P3。因此
u2CosQ。一ulsinQ。为动量在my平面上垂直于交点方向的分量;吮
为动量在，轴上分氢故COS21 , Sing，用(6.40)式表达是合理的。

同理，Q:为Ps'相对ply p pil质心Cad:的向径，若用Dzviztuzf

表示此相对运动同样的量，则

、
少

，
.
一

月
任O

八
匕

矛
.
、

、
.
性
1
|
w
e
千
1
.
.
.
.
/

Qs=D2，Q<二肠‘:

COS22=
u50OSQ。一“ASinQB

。)2+ue2

91n礴2== ue

+/(丽石刃_ -疏 Sln仄2干硫2uV、切b哪8一切4哪.尹下叨8
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里面的21 12:不是所讨论的基本变量，只作为辅助变量。又因Xi j j

系要选惯性参考架，可选三体不变平面(总动量矩平面)为xy平

面，“轴即与总动量矩向量重合。则相应总动量矩积分常数D1.0

D2 p D3应为

DI=D:二0 , D3二D(总动量矩大小)(6.42)

故用变换(6.37)式把动量矩积分(6.35)式化为新变量后可得:
、
.
.
!
七
‘
1
/

D1=P3sin2，Sin Q5+P4Sirx22SinQg=0

D2=P3sin21COSQS+P4Sin"COSQI=0

D3二P3cosi,+P,COS2:二P6+Pg=D

下面利用这些关系式对(6.34)式进行降阶。

(6.43)

若所讨论的三体初始运动不在同一平面上，即不是平面三体

间题。应有21 '-t' O , 2 2 --t" 0。可把(6.43)式中的前两式看作sin. 21 p

Sin 2:的线性齐次方程组 夕

Si

有非零解的条件为系数行列式

Q5 sin QQ

Qs co sQ8

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
考
.
.
.
.

4
PQ

口
尸

=P3P4 sin(Q5一Q8)=0(6.44)

用同样两式还可导出:

P3sin21+P4 sin 22 cos(Q5一Q8)=0(6.45)

因P3 , P4为-p2/.,p3/在雅可比坐标系中的动量矩大小应大于0,

故只有

sin ( Q。一Qs)=0，cos ( Q。一Q8 )=一1

Qb一Q8=1800，Q;一Q:二'_3 0 0 圣(6·‘6，
上面结果反映出三体问题的两个升交点经度存在简单关系，

由雅可比在1845年发现称为雅可比的交线消去定理。

定理三体P1f,P2',P3‘的运功过程中，p2}相对pi/的吻切

轨道面与不变平面的交线永远与P31柑对于ply， p2i质心G1的
吻切轨道与不平面的交线平行，且升交点方向相反。

(6.46)式的关系也算一个积分，但不含积分常数，故为特殊积
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九反映出两个相对运动的升交点经度只有一个是独立的。在降

阶过程中也有作用。

经过雅可比的第二次变换后，因变换(6.37)式不显含时伺气

故哈密顿函数不变，化为新变量:
TTrl:T了1_「。。.Pq2_I/。。_p 2、万=Z'一U-_ ---- s-1 P,“+ .---典一{+一竺一fP92}_+一迄些一、

fp‘’Q广」’2122、一‘’Q22’7

_G?Yb l
Ql

'--- -弓7YLi7i23fQ22一t.:}}}`}} 21    Q. 2合1 GOSQgc05 Q,t
nZp_2p:

+‘兰母扩-l4P p
Zj'- 3工4

2’、，，2       -1一1/2

一sin Q3cin Q4;+畏1 2 Q12!
，lilt，-.

孟

一Gm2饥。「Q$2、:Q，Q:李(。。。Q3COSQ,
L-              W+2、

D“一P3“一p广
2P2P4

sinQ3sin Q4)十其Q，21一““
，m2一J

(6.47)

其中D=P5+Po。故I-1中不显含Qs pQ。为循环坐标，相应

P。二常数f   P。二常数(6,48)
D=P。十尸。也是积分常数。因此相应新哈密顿正则方程为

八_a万sD_aH
Ice i一.一二宁犷一一，工落一一-二;布，-一

d厂‘一d憾i
(6.49)

i=1,2,3,4为8阶方程组。

最后，(6,49)式中H不显含时间t，可利用能量积分

H==E(常数)(6.50)

解出任何一个变量，例如.P;为

P1=K(P2，P3，P4，Q1，Q2，Q3，Q4，E)

=K(P2，P3，P4，Q1，Q2，Q3，Q4，H).;、(6.51)

但因(6,49)式原为求过偏导数形式，求偏导数前不能用H二凡

故用(6,51)式对Q‘取偏导数有

:二
aK aK aH1刁五、，口找a且

.一-.一二二~~一.十一，二二~~~~，，;井一

、aqa /‘’M刁qi
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a了aK、一。K
、。Q‘Ise aE

其中带括号的项不管E或H中的Q‘，同样
aK。__了口五、.

V二.一一二T~一一口十

\口厂‘I

aK
a刀

.

Q‘=},0，s*1

而
._。.aK人
1=0+一岑弄一Ql

aE，‘

dt_aK
一dQ:一aE’日11.. (6.52》

此式为考同Q;的关系式，可用Q，代替云作为自变量。利用上面
关系，可得按Q:为自变量的方程为.

dP‘_8K
’dQl-一。Qt 一会‘6·53，

i二2,3,4。其中括号去掉，但理解为K对Qi fP，求偏导数时，不管
E或H中隐含的量，只是把E作常数对待。

这样就得到了一般三体问题降到6阶的结果。至今尚未能降
得更低。除雅可比外，拉格朗日，邦加雷也有降阶方法。

平面三体问题可降到4阶。

第四节三体问题的定型解

由于二体问题中，二体相对质心的运动是一种定型解，即二体
绕质心的运动为相f轨道，也就是偏心率相同的圆锥曲线轨道(包

括退化后的直线运动)。对于多体问题，自然地会联想到是否有类
似的轨道，即多体沿相似的轨道运动，而且多体构成的形状不变。
一般多体间题的结果，到现在还不多。而三体间题有较全面的绪
果，是一般三体问题的特解。因在1772年，由拉格朗日首先提出，
故这些特解又称为拉格朗日特解。‘
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1.定型解存在的条件方程。仿照二体间题情况，如果三体问

题的运动方程能化为二体问题的形式，则定型解会存在。

仍以质心为坐标原点，在某惯性坐标系中，三体P‘的运动方
程为’

..

.)

犷‘=
/r IYYI一)
、J-;口1_

J摺.

一to万一，’‘了
”右嘴

份J

(6.54)

其中2,j = 1,2,3;。，为P，质量，花一芯一最若要三体的运动方
程能化为与二体问题类似形式，应有:

~)一)

r,二一(1) 2,r;

其中。为三体共同的参量，比较上二式可得条件:

(6.55)

G ( mZr窗rl:一m3 r3 l r31) 二一仍2犷1
卜
.
自
卜
q
U

。
.
0
自

G ( -m3r23r.3一'l7L 19" 12 r1:)二一。2 (6.56)

口(mlr扩'r31一。:r才'r23)

此三式不独立，分别乘。10M2rM3 相加可得
一)一)一)

ml(rl+m}r2+mzsrs=0 (6.57)

此式反映质心在原点。可在(6,56),(6,57)式中消去rs，利用关系
一争一)一)一>口)一)一)-)~)

犷::二犷:一rl，r23二'r3一9'z,' r3:二r:一rs可得关系。
一>

〔(02一a(。;+m3)r3 3一Gm,r =ti〕r，十G(:留
一>

一:-331)m2::=0

Gm,仁          r12一:23::+〔。“一Gm1犷 12一G (M2

+，3)r23」MZr2二0
一卜

，;〔(1) 2一Gm2r23一G(m,+M3)rsi〕Ti+〔Gt12
一)

一Gm;r31一G(，:+M3)r23〕mgr:二.}.一
这就是三体有定型解的条件，如能满足，则存在定型解。
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-)，)

2.等边三角形特解。若r1}  r2永远线性无关，即三体质心0
一)一>

与。l,In:不共线。则(6.58)式成立时，必须r1, r:的系数为0。但

从(6,58)式知，只要满足:

r1:=1'23=1,31二r

田“二弓 971+972+饥3
r3

_。、)、6.5。)
犷3

一)一弓卜

则(6.58)式的:;，r:的系数全部为。。这就是说，只要满足条件
(6.59)式，则(6.58)式成立，相应的(6.56)式也满足(容易验证)，
于是定型解存在。

这种定型解为三体组成等边三角形，故又称为等边三角形特
解。由于对每一体而言，运动方程都是(6.55)式:

一)

犷‘二 一田2Ti

可得面积积分:
.

-》一)

犷‘x犷‘=
-)

h (6.60)

反映出三体在惯性坐标系中都是平面运动;显然，三体组成的平面
就是三体所运动的平面，而且在惯‘性坐标系中为不变平面。

利用(6.59)式，运动方程可写为
一一一

今
八

a.112

r3

召1!1 / (r. \3户

一砂一灭洋-)犷‘气6·bl’
一一一

“
令
八

从!rail -1,p以及质心在坐标原点的关系(5.67)式，容易推出下面
.关系:

r1
r

犷忍

二斌m扩+97132+m2m3
M

r3_
犷

斌97132+w212+m1}2(6.62)
一一-1V1

斌仍:“+,n222+饥，m'2
皿
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即rl" i加为常数，只与三体质量有关，记为科。于是(6,61)式完成
化为二体问题方程。可知三体相对于质心的运动轨道为圆锥曲
线。而且可以证明三体的圆锥曲线的偏心率相等。

相应的活力积分为:

GMkia(奇一会)
·今·今

心‘2i=，’、·Ti= (6.63

从等边三角形条件可以求出，三体的圆锥曲线轨道的a‘可能不相
等，但在椭圆轨道时，周期却相等。

拉格朗日得到的等边三角形特解是1772年发表，直到1906
年，德国天文学家沃尔夫(M, Wolf. 1863-1932)发现588号小行
星(Achilles)，证实它同太阳，木星几乎成等边三角形。以后陆续
发现几十颗，分别集中在木星轨道上，在木星的前60“和后60“的
附近(参看图6.1)0

称希腊群

5乙一么(

琴 AS} fp}(.. Kh}}罗炙群
图6.1脱罗央群小行星

图中LJ , i分别为太阳和木星位置。在
木星前(图中为上方)60”处集中的小行星
秘;为希腊群(Greek,);已定号的有J88一号，
624号(Hektor)，659号(Nestor)，911号
(Agamemnon)，1143号(Odysseus)，1404
号(Ajas)，1437号(Diomedes)，1583号
(Antilocus)，1647(M enelaus)，1749号，
(Telamon)等。在木星后60“处集中的小
行星称为脱罗央群(Trojans);已定号的有
617号(Patroclus )，884号(Priamus)，
1172号(Aeneas )，1173号(Anchises)，

1408号(Troilu,-h等。统一称为脱罗央群，以希腊神话中脱罗伊战
争双方:希腊和脱罗伊的人物命名。

太阳，木星的等边三角形解附近能聚集小行星，反映出此解是
稳定的。
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一).)

3.共线特解。若r;，r2共线，

=0知，三体在一直线上，设顺序为

饥;到。3为正方向，若令

r12=犷

犷23二x犷

.一卜一)一)

则由关系，1M1 + m2r2 + m.r3
m1 'm2,ms，并不失一般性。以

(6.62)

TO=(1+x)r\

由于三体质心必然在。:，m3之间，故rl<O,r:可正可负，If g
>0，总有

mlri+m2r2+'mars=0(6.63)

再利用关系犷:二r1 + r12 _, rs二r1 + ri3，可导出:
、
.
.
.
.
.
.
1
!
.
|
|
j

犷
犷

r1二一
仍:+(1+劣)m3

M

r2二
7YL,一lm3x，

一一气ll} (6.64)

犷5=
(1+x)m,1+劣饥3

M

代入条件方程(6,58)式中的任意两式(因三式中只有两个独立)，
如代入第一、三式得:

G饥2
r2

Gm?.
x2 r2

Gim3_0)2
(1-+，&’)2IT2一一几可一
Gm,_(t)2

(1+x)2T2万
一赞’‘(“x) m3’一、6,65)
L“+”ml+‘““」习

由此二式消去(02得:

(m1+my. )x5+(3ml+2m2)x4+(3ml+m2.) x9
一(m$+3ma)x2一(2m2+3ms)x一(m:一M3)=u

(6.66)

从。的定义知应为正实数，但上面由条件方程导出的。的五

次方程正好只有一个正实根，数值为三体质量的函数。这表明一

种质量分布对应一个‘值，相应一族单参数(灼的共线解。解出的
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‘苗值代入(6,65)式中任一式可求出对应的扩为
饥:(1-+x)2+饥，

犷3

召M

m2 (1十时“+M3(1+x)”

Mlx2+M2(1+x)2
MIX 2(1+ x)2十l,n,x3 (,.l .+ q-)3}`

Mi扩一M3
r3 MIX 2一M3x3                  (6.67)

由(6,64)式已看出Talc为常数，只与三体质量有关，仍记为
Ni;则三体的运动方程可化为与等边三角形情况相同的(6,61)式。

ri一。2 ri一「GM(二仁、
L、r，

`m 1扩一m3
mix2一饥3护

一)

〕一ri(6·6‘’
故三体的轨道仍为圆锥曲线，而且都在惯性坐标系中的同一固定
平面上。圆锥曲线的偏心率相同;如果为椭圆轨道，则周期也相同。
关于共线特解的稳定情况，结论是不稳定的。

三体问题定型解的稳定性讨论，与限制性三体问题特解的情
况相同，将在第六章第六节中讨论。

第五节限制性三体问题

在研究一般三体问题同时，对一些特殊的三体问题模型也进
行研究，其中成果最多，应用最广的是限制性三体问题。这个模型
是根据太阳系中一些小天体情况建立起来的，基本结果由拉格朗
日，雅可比和希耳等人建立，在本世纪中又有新的发展。

1.模型和运动方程，限制性三体问题是讨论三个质点在相互

弓!力作用(按牛顿力学)下的运动规律，但其中一体的质量认为是
无限小，即它对其余二体的引力可忽略不计，而只考虑其余二体对
它的引力。三体中，无限小质量体P以外的二体称为有限体，其中
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质量较大的P1用二:表示质量，较小的P:记为。、

二有限体运动只有相互吸引，因而是二体间题。它们相对运

动及相对于质心的轨道都是圆锥曲线，而且偏心率相同;在"u圆运

动情况中，周期也、相同。

由于二体问题为轨道为平面曲线，此平面在惯性坐标系中为

静止;故可取为惯性参考面，取为})7平面。e ,刀轴指向固定方向;

b轴取为此平面法线方向，使e,刃,c三轴成右手系。再采用第六章

第二节中定义的雅可比坐标:P2相对P1运动.p相对于P1 , P:的

质心G运动;标架都用}Yic系。现先列出P相对G的方程。设

9'`1 , 7`:为P同P1 ,P:的距离;(母1,721)，( }2 , )72)为P, pp,相对G的
坐标(在})7平面上)。则P的运动方程为:

:aw:_awy_aw
““一丽’“一an一 , ( = ac (6.69)

其中(},刀,C)为P点相对G的坐标，而

w=G(}rn 1+7n自
、r。7-O，
1.

(6.70)

7.12=(誉一氨)u1十(77一”1’2+r'21)2+ b
7.22二(含一s2)`+(7)一7)212 + C2’

其中$1 P}2y771,122要由4P, .9p:的运动求出。

(6.71)

若取P1,P:相对C的近点时的方向Pip:为6轴方向，则有

关系

(，:+m2)r -It;二一m2TCd叮

(。:+m2)721二一m2""'in f

(。，+。:)睿2二。，rcosf

(ml+，:)7):二。lrsinf

(6.72)

!
r
!

其中f为P2相对P，运动的圆锥曲线轨道上的真近点角，r为P2
相对P1的向径，由圆锥曲线轨道方程:

p

1+ecosf
(C.73)
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确定r,f间关系。可根据初始条件和二体问题公式算出任何时刻
的r,f值，再代入(6.72)式求出坐标(}1)171)p(}2)7)2)o

圆锥曲线有几种轨道，由。的大小确定。0>1时，相应的问题
称为双曲线型限制性三体问题;6二1时称抛物线型限制性三体问
题;0<0< 1时，称为椭圆型限制性三体问题;。二0时称为圆型限

制性三体问题，其中只考虑平面情况(P在PIP:的运动平面上)称
为平面圆型限制性三体问题，为限制性三体问题中最简单，又是
较为成熟的课题;但至今尚未解决，正从定性积数值方法继续研
究。在本章中着重讲述圆型限制性三体问题的基本结果。

2.旋转坐标系中的运动方程。由于太阳系中的小天体(小行
星，天然卫星，彗星，流星等)都是在太阳和大行星吸引下运动，故
建立的模型为椭圆型限制性三体间题;双星周围的小质点运动也
是一样。在椭圆型限制性三体问题的研究中，多用旋转坐标系，而
且是非匀速旋转的坐标系。

建立新标架。二、:，二轴就指向P1P2;、轴仍在。，平面上，指向
P2的真近点角等于90“的方向挤抽与c轴重合。设在云二0时，。
轴与套轴重合(指向P:的近点)，则尸的新旧坐标关系为:

资二‘cos fA一“sin f)
了“x in j+YCOSI{
乌二么J

(6.74)

代入原方程(6,69)式，并消去sin f , cos f后得

:一2_f ?/一f 2x一而二一a vv、
。二}

y+:少x一f2，十.../X=,awl
」-一dy}

艺__aw·{
汤“一—}

a多)

(6.75)

为符号简单起见，取。:十。:为质量单位，且饥:二1-1，即。:=1一p  D
并有IJ<1/2;取PI绕  P:的椭圆轨道周期T除以2二作为时间单、
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位，取P:绕P:的椭圆半长径。作距离单位。则相应的万有引力
常数G二1，于是

、
1
万
.
‘
夕
.
.
l
j
l

W二2_P+一生
犷1犷:

7.12=(m+9)’+v2+02

7.22=(x+产一1)2+y,2十z2

(6.76)

由二体问题的面积积分知

rzf

、
，
产

即
‘

行
了

八
O

了
.
、

、
.
.
.
.
.
1
.
1
2

二h二斌p

(1+ecosf)2、一少可得
了

....

.....

f二一2h2esin f-I&(‘+ecosf )’
P--

⋯

可把方程((6.75)中f .f化为了的函数，即为时间t的函数。在圆
型限制性三体问题中)=。为平均角速度常数，.f=o。而且。二
27c/T，在这里所用单位为1。故(6,75)式化为:

一
-
一
一

.
夕
。
劣

9
自
9
︺

一
+

”
劣
。
少

(6.78)

“二音(，’+y2，+YY(6.79)
1926年，法国人内赫维(V , Nechvil)提出一种新形式的椭圆

型限制性三体问题运动方程。
定义

(6.80)

、
.
.
.
.
.
.
.
厂
|
夕

r=二二
p

1

1+ecos f

w二犷0，v二犷y， 弓二犷沼

.
-
~
忿

，
土
-
一
州

]
一
一
犷

.、一犷二吐。
f，.-助
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再把自变量t换为f，用X, = doldf，则有
.一一一一.

曰二(r' x+犷x/).
.一一.一一一一.一·一一_二

体“(r''x+2rlxl十rx")心+(r/x+rx.,)公VI ............⋯⋯

代入(6.75)式，可化为:

\
l
e
e
!
l
e
e
l
w
e
l
!
s
e
s
e
‘
1
.
1
1
.
2

返
胜
丝
、
、

.....目.曰.

护一2

.....一...一....

刀，+2普，=
(,6.81)

一口八
口

一一一俨

其中

、
.
I
l
l
e
e
w
e
e
e
e
e
.
，
声
!
.
l
s
e
.
.
j

，
.
.
.
J

。一下「1泛:二2}       8。。。，_2.尹下口二r I =<E Z+7))一共一cos·c+一r
LZ”一“2，’护”

评二一工二兰+一卫匕
犷，犷2

，，2=(} + pff)2+子+}2

9`22=(普+pff一p)+刃2+c么

(,6.82)

方程形式与圆型情况的(6,78)式相同，只是12中显含自变量介没
有类似的能量积分，只能有一个相应的积分不变式。

第六节圆型限制性三体问题

此时，用旋转坐标系得到的运动方程为(6,78)式，即

x一2y = a}ax
o.        .}+ ?x二aQay
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‘一器
“·合(‘·+y2)+ 1止卫‘十

犷1
(6.;;)

1
上
﹄
J

犷，2二(劣+川“+y2+z2

x,.22二(x十群一1)么十y2 +07,

而且PIP2=10

1.雅可比积分。
⋯

由于口不显含时间云，应存在类似的能量积

分。分别用‘，VP“乘(6.83)式中的前三式后柑加得:

xx十yy+“z二v口·r=
d口
d云

积分可得
⋯

u2 _ x2 + y2 -f- z2二29一C(6,84,

这就是著名的雅可比积分，V就称为雅可比积分常数，由初始条件

确定。只有圆型限制性三体问题才有这个积分，利用它可以研究

出很多结果。

首先可看出，当常数C由初始条件确定后，永远有2Q一0>00

而在空间中，29- C二0,即

x2+9 2+
1一9 +一p一一C二0

r2
(6.85)

是一个曲面，又叫零速度;1110此曲面定出P点运动范围，只能在

2Q- 0>0范围内运动。曲面的形状将在本节末讲述。

曲面上任一点(X PY,z)的法线向量，与向量

asp.a12 )
ay‘az，

平行A当
a口a口

atllaz
二0 (6.86)

口
一
劣
二

a
︸
︹
口
.
一

了
‘
.
、
、
石
朴
一
劣

八
习
一
﹃
口

时，法线方向不定，为曲面的奇点。这些奇点正是下面要讨论的特

解。
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2.平动点。在xyz坐标系中的运动方程(6,83)式中，以‘二

常数,y二常数.0二常数代入时，则有
a口_八a口_八a口__。
二，一-一=V，一二一=v。一二丁一=V

dx一dy’dz

即(6,86)式。这是x,y,“的三个代数方程。如果解存在，这些解

}J = Xj,y二yj,“二Z‘就满足运动方程，为方程的特解。由于它们

是相应于旋转坐标系中的平衡点，又称为平动点或平动解(Libra-

Lion points or solu七ions)。下面先求出这些解。

根据(6,83)式中Q的表达式可求出

一气共(二十p，一令(?+“一1)=0     (6,8?)
一、一气p3，一p?"23“一0                  (6,88)
二一气It3“一令“一”(6,89)

沁
、
孙
。
一
即
?

首先从(6.89)式可得:

《专1,c3+JUr.3)二”
1一口山

由于括号内量永远为正，故只一可能。二0，即这些平动解只可能在

wy平面上。

又由(6,88)式知

1一It

犷23
p、_。

一-一一石一1一v
(r'名  v2，

一咬
工

‘
/
‘
吸
、

以

这只可能有两种情况

①

y=0

②

(6_90)

。，二_八，1一p    9_。
甘-t-v，1一一一它厂可-一一_  4-一V

，I一1甘犷2v
(6.91)

先讨论②的情况。以此式乘上。减去(6,87)式可得

_1)夕久一
月曰J‘J、1



r，s
L

It +共一(12一1) -- 0
犷慈。

即得

犷，二犷名

代入(6,91)式则得

r1=rr2=1二PlP2(6.92)

这就是说，平动点位于与.C 1 .0 .i:成等边三角形之处。上而已说Hj,

这些解都主xy平面上。故这种平动点只有两个，Y> o的称为L,i I
VCo的称为Lb。它们的坐标为:

L4;  x4 =合一“，l 4一宁 ，Z 4二0

L5% ,mss =合一。，Y4 _ - 斌 3
2

，Z5==0

现在讨论①的情况，此时y二:二0，故

r，二,V/(x+9)“二!二+p!，::二V(x+11一1)2=!。+11一11

代入(6,87)式得:

F(x，一-- 1--  3 (x +IX +ft1“，一下tt习了      (xIx+ p-113+“一‘，二”
(6.93)

由此式可以看出，在x=一P,1一9处(即P1, P:处)，F(吟不

连续，而在。轴其他所有的点，F(x)都是连续的。下面把x轴分
为三个区间:、

I1;(一00，一P); -I2:(一it，一It);IS: (1一p,+00
在I:中，有x<一p，即x十PCo，则

F(x)=x+ 1_一p

(x+p)“
p

(x+p一I)2

dF(x)_，2(1一p)21t\。
~—~a'1.一一一I一一气二万万一... Q一一一一气甲一竹一了了一一.. % 03户)V

u:,/              k u/十产)’kx十拜一1)-

而F(一00)=一0o(一p)二+。，故在I;中，F(x)二0有一
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实根，记为0二x3o

同理可知，在几中有F(一产)二一00,F(l一IA)=十00，而dFl,
d.,v>o，即在Z:中也有一实根，记为x1，在13中也有F(I一P)
一0 ,1'(+00)二+00 , }_dI'i dx> o，即在13中也有一实根x -- X20,
这三个解对应的点称为共线平动点，常记为Li(xi, o,o),i= l,2,,
九

0。

于是共得到五个平动点.乙，，,yJ二1,2,3,4,5。与一般三体问题

的拉格朗日特解一致。但一般三体问题的特解不是个别的点，含
有参量;’而圆型限制性三体问题的特解在旋转坐标系中就是这五

个点。也是由拉格朗日首先发现，又称为拉格朗日平动点。L4.# L5
的坐标是常数，单位为Pip:的距离;而L19五:  , Ls的坐标，则同P1 ,
乡2的质量有关，下面给出计算公式。先考虑x1，它是F(x)在19,内
的根，方程为

了1一
1一拼

!x1+川3
(x1+tC)一

9

1x;十产一1!3
(x1+9一1)=0

取

p:二1一p一XI

了1+tt二1一PI，.X I+p一1二一P1

代入上式得:

1一9一PI+
1一拼

(1一P;)2
二0

产
一
产

.
一
P

有理化后为:

Pi 5一(3一p)Pi4+ (3一2P )lei”一pp12+2pp，一tt=0  (6,94)
此式表明，至少有一个实根，但上面讨论知只有唯一的实根。上式
可写为

_⋯1..Pi 3(3一3P,六101 2)一_
(1一2P,+Pit+2P,”一Pi 4)

=P(6.95)

由此可见，当p很小时，P1“与p同量级;故可把Pi.表为PI/3的幂
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级数，形式地表示为:

p:二al川/S+a2产  2/3十勺川/3十。二

代入(6,94)式，比较9的同次幕系数可得:

al一31/3，a2一3‘32' 3，a3二一命，一
故得

了1=1一p-一PI

_，，，l P\ 1/3.1一1召、213.1  l It ,3/3，一，。。。、
一1一尸一U-)’万灭万一)，一32 --， }_ j?’.’、”·“。，

同样在算L2的坐标X:时，令X2 = 1一ft +,'02，可得相应的方

卿
r
‘

Q
以.

户
0

了
、

、
于
.
.
.
.
!
了

程:

p 2s+(3一tt) p. 4+(3一21t)p23一Pp22

p23(3+P2+p22)
1+2p2+p22+2p23十p24

同样可知当P很小时，P:与产“3同量级，

级数，相应的X:为

X2二I- p+P2

一2PP:一u=0

二产

形式地展开为产’‘”的w

一，。。，l、1/3.s
一卜。十k 3-夕十3 (令)2/3一- 19一髻一)2‘’十⋯

(6.98)

X3的值有点不同，当p很小时，经检验L3在P:的左边距离

接近于1处，设Lsp;二l、一P3，则1Y3二一1一P +P3，代入F(x)在

T3中的方程，可化为:

P3一(7+P)p3+(19+6 1-t、p 113一((24+13Y )p3

+(12+1411)p:一7;u二0

即

P302一.`, 4 P 3+9   2'03一7p
7一16p3+ ~13p3一ra 110

+P34)
+1034

二产
3
3
︷
3
3

由此可知p-很小时，P3与p同量级，可展开为P的幂数，用待定系
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数级数代入上式后，可得
口，

P3二=冬产-
1乙

13X 72
1.2 4

拼.+⋯

相应的

，一，5，。.只3义72，.，。
八3=一I一一一二(一严十-一万二、-一产一十⋯

1z        12，
(6.99)

其实平动点坐标的计算，可从尸(劝=0在三个区间Ix中灼
方程，根据不同产值，用数值方法解出。上而的讨论只是要说明，
当#值很小时(以太阳和某一大行星为二有限体，则l} C 0. s} :} }. }

Ll ,L:同P2的距离与产113同量级，L3在p;左边距离为1一夕3，而
103与户同量级。这个结果在后面说明希耳范围时要用到。

3.平动解的稳定性讨论。圆型限制性三体问题的平动解稳定
性研究，是现代天体力学中重要成果之一。这里只作初步讨论，即
讨论解在平动解附近有微小偏离时，偏差的演化情况。

设

x二工i+}, y=Yi+r2,“二Zi + C      (6.100)

为平动解(xipyi,Zi)附近的小天体坐一泳，其中偏差},7),C为微

量，在运动方程中只准到它们的一阶。以(6.100)式代入运动方程

(6,33)式，并把右端函数按}, YI, C展开，准到一阶可得(因xi,

Yi,Z‘为常数，故方程左端只剩下},1I,C的微商):
、
、
.
1
.
s
e
.
了
!
，

⋯

睿一2 YI=口二二誉十Oxy刃+IT Xzc
⋯

刃+2}二Q;二睿+Q，;Y)+Q、;c
二

c二口;二含一、9_、刀、一口::C

(6.101)

其中

。一a2口。
Mx，一axe，SG x“=

aZ口
一.⋯，.

axay

且求完微商后，把其中的(x, y, x)代为(XspyipZi)。从(6.87)一
(6,89)式可知，由于Zi=0，故
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可首先讨论

Qx:二12Y:二0

c的方程，应为

c二QZZC“一 /1一p.9、，_，，
妞一一-- q十一一卜-一 n}' I (V二一.t-L6
、7一1.了2甘，

(6.102)

其中A>0，对平动解(X{.PYi,ZZ)而言，是不大的常数。(6,102)
为简谐运动方程，显然是稳定的。这表明平动解在c轴方向为稳
定。又由

口二二 二1一A+3 (1一产)(x+户)2 p(x+9一1)，

Six，二3y

Qyy =1一A+3

(,6.103)

由于各平动点坐标代入后数值不同，这里暂保留偏导数符号。
(6,101)式的前两式可化为四阶线性齐次方程组:

二里了普\
dt l，\

}笠!
\到
\刃/

0   0

0   0

口二二s2xY
(6.10d)

、
、
、
1
|
|
J
/
‘

誉
刃
一
登
一
刀

/
厂
|
\
、

‘
、
、
，
1
/
/

0
1
2
0

八
U
八
U

/
/
/
|
|
1
.
1
\
、
‘
、

\口.x y口，，一2

v二d川dt，一上式的特征方程为
A    0      1    0

0    }      0    1

9
自
气
孟

、
式
9
自一

夕
梦

劣
夕

口
口

X
廿
，

X
X

口
口

，

，
丫
盯
口
.
.
.
‘
.
.
口
，
.
J
.
.
、
.
‘

d/
/

户
﹄d一一声

g义定中其

即

24+12(4一Q二二一S2yy)+Q二二.2y;一Q2x y=r-}

一下面分别对等边三角形和共线平动解来讨论。

对共线解(.X,0,0),2=1,2,3，此时

(6.105)
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9二二二1一A+ 3A=1+2A>0

Dy，二1一ACo

QXY=0

故(6,105)式可记为

22+2bA2一0 2=0

2b=4一D二二一J)yy p C2二(A一1) (2A+ 1)
则,2的两根为

一b+Vb2+0愁。，一b一,/b2+ C2<0
都是实根;因此2的四根为

} (6.106)

土}/ -”+ v/b2+ 02= +01_!
士Vb2..E. v/b2十c2,\/- 1二土C2V -r)

(6.107)

四根中有正实部的+C1，故一般解
e=aleolt+ate一“;‘+a3oV- lo 29+a 4e一,/-lc 2
7)=bleolt+b2。一“it+b3ev-1029+b,e一,/- lo 2t

、(6.108)
(

(其中8个系数只有4个独立，由初值决定)不稳定;只有当a:二b,
=0，则在t---.v. + 00为稳定，且同时。s二a‘二bs二b。二0时为渐近稳
定。因此为条件稳定。

对于等边三角形平动解L4 , Lb，则有
。_3
衬，，=—

4

口Al=土
3斌3

‘2

。_},,9\
M打.=—1

4!
七(6.109)

(鲁一。)(L‘为正，:。为负)}
、G，/

代入(6,105)式后得特征方程为
-j4，-j2.27。。，‘
}T}t-，厂一     Jul1一产)=U

4
(C.110)

之2== 1，二.，:一一二二二二丁了一一一二、
下、一1=x/1一ZVPc 1一p)=
‘

宁( 一1+d)(6.111)
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‘=”时，因。C告
Cad

有

以二V_二
二U

9一斌69
18

=0.0385209.，·

称为临界值。可分三种I青况:

①p二PO时' A2为重根，一1/a,又也为重根，解的系数中含有云

项，故一般为不稳定，只有当云的系数为0时才稳定，因而为条件

稳定。

②fl>P。时，?2为复根，开方后又的四个根为相互反号的两对
复根，总有两个是正实部，因而一般为不稳定，或条件稳定。

③tt<po,’而显然有，OCd<l,因而护的两根都是负实数，
故2的四根均为纯虚数，且为单根，因而解为稳定。

以上讨论是初步的，因振动方程只取到线性偏差项，故称为线
性稳定性;但共线解一般不稳定肯定成立，因此至今在自然界中未
找到实际例止于。

4:.梯塞切判别式，雅可比积分((6.84)式是对于旋转坐标系鱿
果。若变换为对于惯性坐标系}Y)C的结果，在圆型限制性三体问
题以及本节所采用的单位，新旧坐标关系应为:

、
!
/
.
1
.
沪

x=合cost+i7slint

y二一郭int+ 7)cost

z=c

代入(6.84)式后可化为:

(6.1]一2)

鑫    2上篇2上，:。，式，9、_20一9)。29

言‘+”‘+c‘一2($71-- V})=止r贡竺+斧一”(6,11.3)
若A}在某固定历元的黄道面上，P1， P2分别为太阳和木星，

尸为某小天体(彗星或小行星)。梦十192 + j'2应为尸相对于太阳木
星的质心的运动速度，可近似地看作相对于太阳的速度(因质心
在太阳边缘附近)，近似地按二体问题关系有
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s        o        02                   C2一IV 2 =(‘一“，(奇一a(6·114)
这里的单位中太阳质量为1一p，万有引力常数为l,a为小天体相

对太阳运动的轨道半长径。Q7)-- 71}为面积速度在}Y)平而上投

影，应有

})7一)7}=hcosz=,/ (1一tt)a(1一e2)cosi

其中i为小天体轨道而相对黄道面的倾角。将上两式代入(6,113)
式后可得:

，，、l 2 1、
、1一尸从一口丁一一一—口

、Tia，
一2,N/(1一p)a(1_一e2) cos2

C一

户
一
，
2

产
一
r

+
_2(1一p)

TI

在这里11<o, 001，故近似地可得:

十+2Va(1-- e2) Cost=“(6.115)
此式首先由梯塞朗(F, Tisserand,1845--1896)提出，主要为了判

别不同时期观测到的彗星，是否同一颗。因木星摄动使轨道根数

-a, e, 2有变化。若两个时期观测到的彗星根数a,e,2值虽然不同，

但代入(6,115)式是同一个C值，则表明它们是同一颗彗星。

5.零速度面(希耳曲面)。前面已给出了零速度面的方程

(6,85)式，即

(X 2+y2)+ 2(1.--P)+一2丝一二C
rI          r2

(6.116)

由于此曲面为小天体运动区域边界/V2二OY而v2< O不存在，为运

动禁区。故零速度面的形状和范围对讨论小天体的运动很重要。

零速度面的形状决定于C的数值，它是由小天体初位所决

定。因此小天体初值决定了零速度而。下面给出不同口值的零速

度面形状，特别是在奇点情况。由于三维曲面不好绘出，这里只给

出不同0值的零速度面与二y平面的交线，又称为零速度线。因
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零速度面的奇点(即平动点)都在xy平面上，故从零速度线的变
化可以看出三维曲面的特性。

(6,116)式有三项，都是正值，故0>00当C为+00时，三项

中至少有一项为正无穷大。第一项为+00时，表明小界体在无穷
远;第二项为+00时，小天体与尸，重合;第三项为+O)，则小天体
与P2重合。故除无穷远点，P1,P:点外，xy平面上所有的点(xy
空间一也一样)都是禁区。

当V值为充分大的正数时，若( x2+ y2)很大，后两项会很小
(分母大)，零速度线接近于

x2+y“二C

为半径V/C的圆(三维时为圆柱)、圆外的点使v2>0为运动区域;
若第二项很大，即7`1很小，此时其他两项都小，故曲线接近于r:二
小正数;为一个以P，为中心的小圆(三维时为球)。在圆内为v2>
0，是运动区域;圆外为v2< 0，为禁区。若第三项很大，情况相同，
以P:为中心的小圆(球)内为运动区，圆外为禁区。由于l-P比9
大，故P1为心的圆大些，大多少与ly值有关，It越小，大得越多(见
图6.2a，阴影区为禁区，下同))o

当C连续减小，外面的大圆缩小，里面两个小圆逐渐增大变
扁。C值再减小时，要遇到奇点情况，这里先讨论奇点(平动点)
处的C值，用C‘表示五‘处的值。由于平动点对xyz坐标系为静。
止，故IV, = 0，即C‘应为:

口z=了‘2i+犷‘2i+ 2(1一9)

犷1‘

r1i2=(xi+tt)2+y12

r2i2=(了:+J"一1)“+vi 2

29、
宁—I

犷:‘}

丁(6,117)
容易证明O1>C2>C3>C4二05(对所有P<0, 5的值))a

0继续减小，首先有C二01，即L，为零速度面的奇点，此时对
应P1, P:处的小闭曲线增大到在L1处相碰(见图602b)。外面大
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圆也缩小。c继续减小到c=c:时，内外闭曲线在L:处相交(见
图6.20;以后禁区在L2附近分开成马蹄状，包含L3;当C继续
减小到C-c3时，禁区在L3处缩小成一点(见图6,2d); C再减小
则禁区在L3附近分开而成为两个解蚌状体(包含L4,L5); C减小
到c=04二c。时，禁区缩成两点，即几和Ls , c>c‘时，不存在
禁区。

零速度面又称为希耳曲面，与xy平面的交线也称希耳曲线;
其中c二c:时的结果在双星研究中很重要，两个小运动区开始连
通，双星周围物质开始交流。这种形状的零速度面又称为洛熙
(Roche)瓣。在c>c;时，P:的小闭曲线内运动的小质点，永远不
会出去，也算是一种稳定运动，称为希耳稳定性。此小闭曲线的最
大范围是。二C，时情况，大致是以p;二石1-e 8为半径的球，与jU 1/3
同量级，此球称为P:相对尸:的希耳范围。

(c)                         Cd)

图6.2不同C值的零速度线
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第七节双不动中心问题

这也是一个有重要应用的特殊三体问题，是经典的一种可积
力学模型，它的解可用于作中间轨道。由欧拉首先研究，后来主要
由拉格朗日，勒让德( A--M Legendre 1752--1833)解决平面间
题。有关解的详细讨论和应用，主要由前苏联学者在本世纪40-50
年代完成。三维空间情况是60年代在人造卫星运动中的应用发
展起来的，本节主要介绍这个力学模型的基本结果。

1.平面情况。力学模型为一小质点P在另两个不动质点吸
引下的运动。设两质点.P1 , p:的质量为1-P和jy,相互距为2;

取其中心点。为坐标原点，斌为二轴方向;以刁、质点P同P1,
1':所在平面为xy平面，V轴指向与x轴垂直方向。取适当

时间单位，可使万有引力常数G=1。这样.P的运动方程可写
为

;一aua aJ一芬一au
万二旱一r2一

(6.118)

.e

此式容易化为正则方程组形式:设夕二二二，p;二y，上式可化为:
r
自
一
劣

、
不
一
︹
刀

︵
口
一
沪
‘

一一一

X

。
夕

_o序
ap二

刀汀

日夕y
py==一之_

刀n/

刁IY
(6.119)

\
1
|
1
|
·
/
1
|
一

H一:一万一已}rox+pY2)- 1一P

rl

p

r2

由于K不显含t，存在能量积分
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月:二三
2

ifa“=(x+1)“+y2

r2“二(:.C一1)2+ y2

零速度线方程为

一1二丛一+
I' l

1一产ft

r1                                                 r}

一生+几= 0
犷2

(6.120)

/
、
了
l
e
e
j

九一一-(Px2+l' 8l 2)一

(6.121)

显然，h<o时才有运动禁区。

`6,119)式是可积系统，但要作坐标变换。欧拉提出一种叫椭

洲坐标，由尸到两个固定体距离TI ,r:定义:

一(r，一犷:) (6.122)
飞
一
2

一一r0
_，_1，。二

-cu一2、，‘十，，)，

别“为常数时，xy平面的曲线为椭圆，但。为常数时是双曲线。
(、，哟代表尸点坐标，就你为椭圆坐权‘系。利用xy同TI ,r:的关
系(G.120)式可解出:

x=一uv，  y = V (u2一1) (1一v2)       (6,123)

这就是新旧坐标变换关系，应有。>1, l叫<10

出此可得

、
、
!
|
;
.
J
了
1
1
1
声

⋯

x=一(uv+vu)

y·丫
i一u2

u2一1

/u }.一1
uu一_/一一--一--二二vv

v           I一刃乙
(6.124)

_x-ti应有

望·小X2 -}- } ) _工(%A}
一IL

1        u`
一v`)吸-一二，-一，一一十

、u‘一1
(b.125)

二二__
1

,u 2一v么
〔肠一(1一21u)v]

各)l
一

It 9”的止则井扼变量

矿二卫里_二
。云

of，v‘为

u2一v么

肠2一1
of==

,u2一v2性
—一—公

1一vL
(6.126)
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于是运动方程仍为正则形式:

、
尸

甲
‘

O
曰

1
上.

八
O

了
、

气
.
.
.
.
.
.
!
.
干
!
|
，
2

_aH
a肠

_aH
a公，

a.LZ

记二一au

分=_a旦
av

H=一下牛-19 %[(。，一1)u/2+(1一。2)v/2] - U
Lku-一心一)

这里的H符合可分离变量的柳维定理条件，可用分离变量积出运卜
动方程。由于H不显含云，相应哈密顿一雅可比方程为:

1

2(2G2一12) 「(u2一1)( au ) z
aSas

+(1一v2)
刁Sas(-1’1

\刁v / J

肠2一公2
仁u一(1一2P)v卜h

此式显然已分离变量，可引入另一常数“，得
。_、/ dS，、么_二__，___。__。

(u‘一I)!一,d _子一，一G lbu- - Gu一Ga=u
\cv口肠 /

。、了WS9、么._t__，._/.。.，、_二。__。
(1一.“少吸写二于一，十Z2v一十Gkl一GIZ)v十za=v

、幼v，

2hu2+2u+2a  A。，
_气几吸月声

262一1

2hv2+2(1一2P)y + 2a, dv
v2一1

厂
厂

一
一
-
-

1
名

尽
召

生成函数

s=一h云+81+82

故(6,127)式的解为:

asas=，
asah一，
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as__-’
.‘二‘一一二肠，

刁u

as__.’
一二二，u，

av

.

.

比
U
r

日
协

凡
-
浓

八
口
-
"
硬

+
及
J
-
滚

州
小
一
a

2_

礼
尽

0
口
.
划
补

一云+
as
只上+
a九 ah

v

==u/

=刃，

1
1
1
，
2
一
.

，
︾
J
.
一
肠
，
阶
.
一
公

划
补
一
气
口
钊
朴
︸
︵
口

︹
口
一
沪
(
八
口
一
"
硬

一
|
/
|
心
一

二V2P

=了 2(云+V)
(6.128)

u'二V2L(u)
u2一1

of二.V2M.11(”).
1一4J 2

其中

L(u)

M(公)

(u2一1)(hue+u+“)

(v2一1) [ hv2+(1一29)v+a〕 1(6·‘29，
因此(6,128)式的几个积分都是椭圆函数，而且用(6,128)前两式
解出、，。非常困难。其实可利用第三式，再由(6,126)式联合可
得:

斌2五(u)
二’.....A12 �.2-一，

.乙心-"v

斌2M(的
u2一v2

一一
.
公一一

。
肠

引入新自变量:，使得:

丫2 dt=(u2一v2)dt=rlr2dz (6.130)
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则上式成为

d2G

d公
VL(u)

dv，一
一万一二斌1v1 }v)
U公

可先识分

公一公。

(6.131)
公一公n

U

其中、。，.。认为是对应初始‘。时的值。然后再由(6.130)式

斌2(云一to)

计算云同:的关系。
·f。(u2一V2’“r (6.132)

2.三.维空间情况

0仍
一一)

为尸1尸:叮

取.P
-一争
〕p
·1去2 为:轴，xy平面垂直于，轴，原点

‘点，则运动方程仍为
:’._a万艺_aU
,y一一吻言，，，汤‘-一二，-

dy        dz

丫
了

丁
，
、

八
刊
︺蕊=
ax

TT_I-产，产
v一一.r一一n一一

r,犷‘

rl“=x2+y2+(“+1)“，

作坐标变换

犷22 =x2+y2+(。一1)“ !C6一
x=斌(,u2一1)(1一v2)cocw

y二了(t42v o一1)(1一r 2 },

名二uv

Sln叨 (6.134)

火
、
!
!
!

/
|
夕

则同样有关系

u二
1/劝

2、’‘十，“)
刃二 生(r，一:。)

2’‘

由坐标变换可得

劣二

二

(1一v2)uu一(u2一1) vv
CO4'功

斌(,u2一1) C1一v2) }
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.斌(262一1.)(l一,v2) wSi21w

，》

了=:=
Cl一v2) Vu一(u2一1) vv (6.135)

,\/"(U,一1)(1一v2)
Sin叨

+V (U2一1) (1一v2) WCOSW

u'J+vu一一
.
移

T=合(X2+:+“”
二生!一262-- v 2

2 l.  u`一1
肠2+

u2一v2

飞一.2
1) 2+(u2一1)(1一v2 )w2 l

u,?),叨的共扼变量为

u/二...aT二
au

w!二~aT二
aw

u2一Q?2

u2一1
u，公，

u2一公2

二一不v2”
(6.136)

.

(,u2一1)(1一v2 )w {
则

:二 生「
2L

u2一1
肠2一.2

u/2+ 1一v2
u2一.2

一v/2+
ntsl2
毛友J

(u2一1) (1一,v2 )二1
‘U，J

:二 肠一(1一210公
。，2。、2
毛10一.U

故正则方程组的哈密顿函数为lf=T-U，不显含云故哈密顿一雅
可比方程(消去分母上u2一  v2)可写为

‘·’一‘，嘿)“·(卜一)( av )2·
=2u一2(1一2 P)v+2h(u“一v2)

1
1

一.!.

t
ku2一1

1、laW\2
十，一-一一一二一坦I—组

1一v乙/\a-w/

(6.137)

又因。为循环坐标，故可取

‘“，_.a评_/、‘、
,w.=.,_--=a3k’吊双，

aw
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V-`1此上式已分离变量，可令

W==W,(u)+TV 2(刃)+WS

(60137)式可分离为:

(u2一‘，(dal2
‘v2一1，(dW2- l2l  dv=

二2hu2+2u一
2

a3

?.6 2一1
+2a2

2hv2+2(1一2/t)v+ a32
1一v2

+2“:

dT'T73=、
dw‘。

故毋函数W可表为

牙一f-还哑互du十f之鱼鱼互dv+。。。
J  u‘一1      .1  1一v4

L(u)=(u2一1)(2hu2 + 2u+2a2.)一a32

M(v)=(V2一1)[2hv2+2C1一2P)v+2a 2)一 a3一(6“3‘’
解可表示为:

W

A

aW
a肠

=:+卢，，awt+ P,,一卢:，awp2,一，3
口a2口as

=。，，awA一。，
dv

aw
aw

=叨，=as
}、6.13，)

并可用平面间题中同样办法，用新自变量:为

dt==(,u 2一v2)dz

可将解化为:

1
厂
1
1

、
!
十
1
一

(“du
公一Z'n=.二=二二二二二二二

甘1飞尸，、

J“0 1/力t肠)

r一公。=

古一云‘二
u

dv

斌M(v)

(u2一to z)dz

(6.140)厂
场
户
执
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习题

1.根据多体问题的10个经典积分
。令分

Fi(r，r，t)_. vi，2二1，2，⋯10

试求出所有的组合{Fi; F分;试讨论有几个为0，是否有新积分出

现?(注意，所有积分都要表示为首次积分形式，如质心运动守恒
一)

定律的积分(6,5)式，其中A要用((6,4)式代入。
2.试导出多体问题中用雅可比坐标表示的总动能表达式。

3.说明((6.46)式的关系(交线消去定理)的意义;它是否是
一个积分?在降阶过程中是否起作用?

4.试证明关系((6,62)式，并证明等边三角形特解中，三体在

惯性坐标系内的圆锥曲线轨道的偏心率相等。

5.等边三角形特解中，若三体的轨道为椭圆，试证三体轨道
的半长径可能不相等，但周期相等。

6.试证共线特解中，三体的圆锥曲线轨道偏心率相等;若为

椭圆轨道，则周期相等。

7.椭圆型限制性三体问题不存在类似的雅可比积分，但可根

据(6,81),(6,82)式，试证下面关系成立:

、
.
声

1
人

J
任

1
一.

八
七

了
、

负
州
毛
!

⋯

l:二气瑞、二r、，，、，，
万戈夸“十7)` + }`)二III + I (:t }}丁)Q了十
G                           ,!

‘(‘，= re:}in f。+令sin f r }
8.试列出平面圆型限制性三体问题的正则形式的运动方程，

并利用雅可比积分和不显含t特点，把方程降为2一阶。
9.试讨论两个不动中心问题(平面情况)的零速度线形状。
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第七章天体形状和白转理论

天体形状和自转问题自天文学诞生时就出现了，首先是地球

形状和白转。但作为力学理论是在牛顿力学诞生之后，经典天体

力学中已作为一个分支出现。一长西尼(G , D , Cassini, 1625-1712)

是首先从天文观测研究大行星(主要是木星和土星)形状和自转的

天文学家，但他反对牛顿力学。正式建立天体形状和自转力学.,s

论的人是经典天体力学主要奠基者之一的克莱洛。后由拉普拉

斯，勒让德，艾沃里(W , Ivory)，马克洛林(G , Maclaurin),雅

可比，洛熙，邦加雷，李亚普诺夫等人逐步完善。完整地建立起

流体自转时的平衡理论，并讨论一些平衡形状的稳定性。这些结

果不仅在太阳系天体中有用，在恒星系统动力学，星系演化等领域

中也有重要作用。本章主要介绍最基本的结果。

关于地球形状(包括内部结构)和自转理论，由于航天技术和

新观测技术的资料，比经典观测的精度提高很多，要求建立更精确

的理论。现在已形成“地球结构力学”，“地球自转变化”，“卫星大

地测量”，“形变地球动力学”等专门领域，各自可开设专门课程。在

天文学界，目前仍倾向于采用的刚体模型的地球自转理论。虽然

在1980年在国际地球物理和大地测量协会(1U GG)坚持下，国际

天文学联合会不得不通过采用带液核的瓦尔(J,M, Wahr;章动公

式。因为刚体地球可建立完整的自转理论。以后再作非刚性改正。

长期以米，岁差章动理论公式是采用美国伍拉德(E. W , Woolard)

在1953年给的结果，60年代以后发现有偏差，本章结出1977年

木下宙(11, Kinoshi七a)的刚体地球自转理论。在此基础上再讨论

一242一



非创性改正问题。章动公式仍给出瓦尔的结果。

第一节自转流体平衡形状的研究方法

若把天体看成不可压缩流体，不受外力影响，贝络流体内任一质
点受到两个作用力:一是受到流体内其他质点的引力，总和向内;
另一是受到自转离心力，方向朝外。

设以天体质心为坐标原点，取自转轴为/轴，通过质心0垂直

于:轴的平面为xy面。体内任一质点P，坐标为(二，y, z)，密度设
为。Gr9以     f w} f受到压力大小为夕(二，a7约，受到引力的位函数为
犷(二，y, z);再设ix , Jy, J二为其他力产生的加速度分量，则当天体

处于平衡状态时，由流体静力学知有下列关系:

\
|
1
1
!
1
|
.
/
!
/

一ap=一aV一J,
ax     ax

1

a

ap_
刁万

0 })_
az

-)V
少二一J，

15" It
(7.1)

止一J:
}z

由于在这里，其他力只是自转离心力，因此有
Jx=一CU2Xy Jy=一(o2y., Jz = o                   (7.2)

其中。为自转角速度大小。在本章的讨论中，都把。取为常量，
代入(7.1)式可得:

1

a

一a,p=一av十(t) 2x
ax  ax,,TT

卫竺二一(Iv十。2n,
沁aIi(
_理_aTT一!
az 0z/

(7.3)

-，..A 1%一
J‘d一’1..尸



用dx, dy, d:分别乘上面三个式子相加可得:

1 dp6一dV+0,2 (xdx+ydy，一dW)
二一令(1) 2 W十、2)J

(7.4)

为离心力和引力的共同位函数。当
dW=0

即W=常数时，相应dp = 0，即p二常数。而平二常数为一曲面

方程，故此曲面为等压面，又称为水准面。在天体形状理论中有重

要地位。下面给出水准面的几个重要特性。

定理一水准面也是等密度面。

证这里我们都认为引入的各种函数VIP 6, ROW等E 0(2) 5

从r对二，yy:的二阶导数可交换次序，以及关系:
ap
ax

aW ap a评 ap
二“`ax p      ay二‘ay，'az一6

aW
az

可导出

a6/ ax_aor/ay_a6/az
.引。W/口  ... 0  ax一awl ay“_ _aw j az (7.5)

设比例因子为K，则可得

da= a 6 dxax+a6 dyay+as dzaz

K(-(3W- dxax+盟dy +誉dz)
二KdI W

由式可知dW二0即d6二0，故定理得证。

定理二水准面上任一点的内法线方向与此处质点的加速度
方向重合。

证因水准面方程为

W=常数
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它上面任一点的内法线向量应与向量
日.W了a

、2x
awe.aw
ay‘az，

(7.6)

平行。另外，W又是它上面坐标为(x, y,幻的质点所受力(引力和
离心力)的位函数，故此点的加速度就是((7.6)式的向量。故定理
得证。

上面两个定理是水准面的重要性质。流体自转平衡时，表面
上任一点所受的压力为0，故表面也是一个水准面。讨论地球时，
表面或内部任一点所受引力和自转离心力之和，称为重力。故地
球的水准面是内法线和重力方向一致。地面这个水准面又叫大地
水准面。

流体自转时，若自转速率。为常数，则对自转轴有一定选择。
由于流体自转平衡时，内部不再有相对运动，可看作刚体。取质心
为原点的三个惯性主轴为坐标轴二yz，用A, B, C表示三个坐标轴1
的主惯性矩;再用。二，。;，。:表示自转角速度向量在三个坐标轴
.上的分量。则因无外力作用，根据刚体运动的欧拉方程(见理论
力学)得:

.

Ao) x+(C一B) (t) y Gt)z=0
.

B(oy+(A一0) (f) x(1)z=0
.

C(J)z+(B一A) (OXO)y=r

为常向量，则(1.I，二(v y = Ct)z = 0，上式成为

(C一B) (o)y(oz=(A一C) (t)xojz=(B一A) (t)xa)y

令
功若

(7.7)

由此可知，当且=V Bk-0时，上式可得。二，。，，。:中有两个必须为。

(不可能三个都为。)，设为。二=。;=。，则扩一(。，。，。:)，:轴为白
转抽(其他任一不为0，也是自转轴)。即自转轴必须是惯性主
轴。若A二B}c，则可能有两种情况:一是。二二。y=0，与上面一
样，:轴为自转轴;若。z= 0，则自转轴在。y平面上，但此时，xy平
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面_L任一通过质心的轴都是惯性主轴。若A二B- 0Y衷示流体为

球对称，任一通过质心的轴都是惯性主轴。由此可得邦加飞片在

T000 }Lr提出的

定理三流体自转平衡时，若自转角速度相对惯性主轴为常

向量，则自转轴必然是一条惯性主轴。

下面一再证明邦力不}雷的关于。大小的限制条件。以后讨论优

取:轴为自转轴，xy玉 $}面为赤道面。流体可由水准面族(等密度

面族)组成，即
2

w二V+止竺一‘x2 +J2)=0(常数) (7.8)

表面S也是一水准而。由格林(Green)定理可知函数w有关系

JT,Vd一皿a2TVax 2 ^·
(T)

·，[[(“一ativa- ax

护w.护W、」一
—犷十一一五一刃Ulu

a刀‘砂‘，

.
、
.
夕

J
.
.
.
.
.
.
比
了
、

、aw、r aW--、d。
ay                                                         az， (7.9’)

其中T为整个流体，(S)为它的表面，d v, dS分别为相应的体积元

和而积元;a,IA,r为8表上cf S处的外法线方向余弦。(7.0)式巾

泊一1积分的被积函数即‘1J处加速度在外法线方向投影，61-1于}S勺
水准面，上面任一点的加速度应与内法线重合，故必有面积分小于
0，即

(7。10)

以(78)式代入得

皿(iv+2 (02，“”<”
(T)

(7.11

但V为流体内体积元‘。处的位函数，应满足柏松方程:
.v二一47rG6

其中G, a为万有引力常数和‘。处的密度。代入(7.11}式得

一246一



I(一‘·‘·+2田  2)clv< 0
(矛)

(0 2<2二G or

。为整，，个流体的平均密度:

(7.12)

一母1’.朱考‘

a'二aB 6dv/皿d·
(T)(?' )

(7.飞 _2)式即邦加雷关于。大小限制条件:

定理四自转角度为常数的流体平衡时，必有wC了   2r G6
丫  2r G6又称为邦力。，极限。此定理是流体自转平衡的必要

条件。太阳系各大行星及已知自转和密度的卫星都满足这个条

件又。太阳和自转不快的恒星也符合。

第二节马克洛林体和雅可比体

上节只是一般研究方法和结果，尚未具体讨论平衡形状。本

节先讨论均匀流体的平衡形状，即。为常数，仍设“轴为自转轴。

脚于观测到的较大天体一般为椭球体，故用椭球体来检验是否可
能为平衡形状。适当取二y轴方I句，表面方程可写为:

x2

a2

}F}于表面一也一水准面，

v2_z2
一+一答一十一二1

0GC乙一

又可表为:

(7.13)

么
T厂.dJ
V十—(x2十.y 2)=常数

其i:f-t V为流体对其表面一点引力的位函数，根据第二章第二节的
匆百识，可写为
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、
.
l
l
w
e
e
e
|
1
1
一
一
」

V=常数一.Px2一Q,."/ 2一Rz2
_，~r0cds
Y=汀aorta!—-一勺

一’-一”一’一J。(a2+s)4
_，~}00   ds
W.二7raomt6!二一而—一，-一二

、一”一‘’一’一J。(b2+s) d
，，。Coo  ds
。=二aoGtt6J。(c2 + s) d

J=V(a2 +s)’(b2 +},s) (.c2,.+ s)

(7。14)

代入上式得

(尸2-
么、

止些一一1
9/2 x2 +(Q一2一)2 + .Rz2'-- .2=

此式与(7.13)式代表同一曲面，故应有
12、

~ZIDCt1、_

幼气工一一丁)-

1    2、

b2(Q一专)=

常数

C2 (7.15)

引入下列参量:
s=C2 y，、=cZ/a2c2，v=C2 / b2 (7.15)

则(7.14)式成为:

尸一G6丁00  udCo (1+uC)D
Q=·GQ丁00  vdo (i + vC)D
“一“确00GQ o (1 +C)D

、

f厅，曰、
、I.1‘t

D=斌(1+C)(1+uC)(1+VC)

代入(7*15)式可得两个等式:

{
0)27rGa二”=f 00    Cu(I - u)dCo (1+C)(i+uC)-D
0)27rGor=“=f co碳月振          dCo (1+C)(i+vC)D丁

(7.18

二式相减可得:
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n} \  ''00，，.，。、。，。、，、cdc_八
ku一’u夕!、1一W一’u一u'v 11.A 1—    7-1R一一v

J0上夕’
(7.19)

这就是椭球能成为平衡形状要满足的条件。此式有两个因子，分

为两种情况讨论:

1. u二”时，即a=b，为旋转椭球体。此时(C7.18>式的两个式

子完全相同，可写为

“二(P (u)·}0一   u(1- u)dCf o (..l .+,, C) (1 + C) 312
1十2u/u_./1一u

二.、/，—tg一‘电/一一
1一u v  1一2G "    }     ZL

(7.20)
3u

1一肠

下面再分两种情况讨论。

①若a<c，则。>1,1一二<0, p (u)应为复数;但若此椭球体

为平衡形状，应有

(p (u)二口二
2汀Ga

是实数，这表明

定理一均匀流体自转时，平衡形状不可能为长球体((a= b<
c)。

②若“>“，即1一U> O，此为扁球体。再引入参量Z为:

a2一。·(1·12。，了平=‘
则(7.20)式应成为:

。3+乙2。一:，3
“二一'711一一一tig“一一7?-二(pkb)

b"〔一
(7.21)

下面证明势(句在Z c (0，十00)中存在唯一的极大值。对乙取导数，

得:

势‘(1)二

0.-(乙)=

9+12
乙4 B(不)

713+91
(]2+1)(t2+9)

_飞(7·‘22)
一‘9一“{
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囚此妥沪‘(句=0时，只有a(句二0，但从上式知

0(。)=0，0(+。)==一李
乙

而

e‘(乙)=
8乙4(3一12)

(a2+ 1)“(12+9)

此表明Z<V3时0(孙单调.上升，在Z]训3以后单调下降，}斌此

0(句=0只有一个正根，即必(幼只有一个极位。但又可看出

沪(o)二0，沪(十00=0

而

势(孙二9>o，对I E (o+00)

因此这个极值是极大值，此极大位的I可以0(句二0用数值方法
解出为

I二1, o-- 2.5293 -二

幼:出

必(to)二0.22467⋯

山此可得

定理二若均匀自转流体的。，。满足关系:

口二 或流<。·22467
则平衡形状可以为旋转椭球体(扁球体)。

这个结果由马克洛林证明，故平衡形状为扁球体称为马克洛

林体。

由此还可得到一个推理，当a=。时，为球体，相应的卜。，此

时有0(z)=0，即

二二
仍2

2尤Ga
二(P(z)二0

只有。二0。即得

推理均匀球体自转时的平衡形状不可能为球体，只有不自
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> .  iJ+L i'}、平衡形状才可能为球体。

2.。斗刃时，应有c}铸  b =7L c，称为三轴椭球体。此时自(7.19)

式有

(h (u,。)·工厂(10一“一
八1P,
，0一伙，

UV动 -- 二0(7.23)

另外，再用。，、分别乘(7.1 _0的两式相减得

价(“，·，一丁0 uroCd C
(1+u勃(s+v勃D

=Q(7.24)

此两式可看成、,v的方程，即三轴椭球体是平衡形状应满足的条

件。若可从这两式解出。，:的值，相应的三轴椭球体存在。
先证明一简单关系。由(7.23)式可得

(1一、一。)}00 CdCx"'19.一、:f00 C2dC >o
J o                 _u一J o   1.J"

这是因为，1IV,c,JJ都不可能为负值，由此可得

1一u一v>0, u + VC 1

可知u<l, v<1，即c<a, c< 70，这说明平衡形状不可能为长椭

球体，与前面结论一致。

直按解(7.23),(7.24)式很困难，下面先讨论函数势(“，哟和

}(u, 2}`.的变化。先求偏导数

一丝二一且。一山“
au

if
nn二—.

2J

00以l_+幼
D6

〔2+C3一u一v) C一UVC2 ] dC (7.25)
;
!
1
夕

，_1f。〕c
1}L,=一二-一.一-

2 Jo

(L一卜幼
D5

〔2+(3一，c-- v)c一UVC2 ] dC

但因沪W,的对，，。为对称，因此有

a生二一A。一人”
a心

(7.26)

从这两式不容易判断AQ, A:的符号。再用关系
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三_「
dC L

c2(1+C)
D3

1
J

_以1+V
2Ds

一3UVC33

〔4+(3+u+v)C一22ZVC2

两端对c进行积分，积分限取0到+Oo，左端显然为0，可得关系:

。一1 }00 C(1 +皇、仁     4+(3+、+V) C一2uvc 2一3、   C3] d ?'ur    ":5
艺J0工少“

(7.27)

用此式同(7.25)式可组合成
3(

An二—.
4J

2Ao+3找

0o以1+勃 (1一u一v+UVC2)dC>0

一3 (32一)厂X川2(1 + }}2 0              dcDs>0
由此可得:

a0_
alt

ao_
av

月                    l_   2_.、IV，。，.。月、，。I
一An一A,。=一Ao/ 1一G  v )一书一(2A}   U+3A1)<0 I

u\一3/3’一““一{
月，‘2_.、:石，_刁.。，、/。[

一直。一八‘“一八”l工一了”)一了、乙”。十“”‘’火t勺
(7.28)

此式表明:若:固定0 Cu.- vo)为“的单调减小函数;若。固定，
沪(。。，哟为v的单调减小函数。但容易看出，对任一0C/%o<l的vo
值，有

。(。，。。)·(1一)丁 i_  .  v.1119./-一>0
。`1十勺)一‘一k 1 'i- 'lu o勺夕“‘-

CCI C

0(1，vo)=一v
f00        CC/n

n.万尸犷一尸一万于万厂节-一—._ .  0、、、v

-J o kl十屯)`kl+vo屯)““

C}.c

这说明、从0连续增加到1时，必有且只有一个”二

(! (uoI。。)=0，这表明函数关系

0(u，v)=0

在域。Cu<110<VCl内确定了“为”的单值函数。

样，也确定了。为“的.单值函数，而且因

。。存在使得

后少IU一动
心六勿‘、一‘石
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du

dv
_a(p(u，。)/a(P(肠，刃)/。
一一一一又了—/一一一不刃厂一一、、v

a心au
(7.29)

故。为。的单调减小函数(反之一样)。而且有

“一(P (u)。，一“一“)工a*和c
。(1+c)”‘2(1+uC)sit

其中积分不可能为。，.只有1一、二0，即、=1。另外

0=功(u, 1)= 可汁而CdCu fo (1 + C)Z(l + uc )3尸“

也只有肠二00

由一上可看出“,v的变化关系:v二0时、=1; v二1时u二0,  v

从0单调增加到1过程中，。则由1单调减小到0，必然会只有一

次。二。情况。设此值为:二。=。，显然。<zC1。当“二。二r时，

(7.23)式成为

，，___。_、rco扣c
、1一‘不夕1一万二产叮一二丁石于丁丁一丁一一d} Q

Jo  ti十乌)一‘一<i+T勺)’

厂a

二:“!
J0

CZdb
(1+b)”‘“(1+:c)”

(7.30)

式中积分可积出为初等函数，故可由它解出:。用数值方法解出

:值为

z=0.3396-··⋯

下面证明，在。=。二:时0 (u,哟达到唯一的极大值。由于已确

定。，。互为单调减小函数，只要讨论0对、，。之一的微商就行。取

d少_妙、时du
~一一二厂一-一一门一—-又一一一一

dv刁vau dv

其中du/ d。用(7.29)式代入可得

~        ao卫立二卫竺~丝-_ao-一a(
au   dv    au   a公au  a公

由(7.24)式可求出:

(7.31)
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a9}一，、、
一—,u

au

a },)一_、，
一一-----一—‘Ui

a.

刀o=

B1=

〔“。+B1(一誉一)〕
「“。十“1 ( 2b一2一 /]

!00--里橇丝_f00-C(1 C)2Yin(1一1 -u< )dn;
J0                        _u-、乙/

(7。32,,

、
.
获
珍
.
扮
!
!
!
.
了
一

fOA以1+小2a，\八
!一一一一Ti -s，一一u(/户   v

J o                               1J"

B。利用关系(7.27)式可化为

刀1(
J〕‘、=—e

4J

，以i+勃
Ds

(1一u一v+uvC2)dCj0  (7.33)

连同aol au, aol a v, a0l au, a(/ av代入(7. 31)式右端反一号后可

手导:

a(P d少
au         dv (“一，「“。”。一卜AOBI (u+·卜号AIB1uv

(u一v) [AOB.+AOBI [u+(1一u)v]

+专.u l(2Ao+3A1，“”〕 (7.34)

其中方括号内量已可看出大于0,而a0/a、已知为负，因此可得

d}/d。与、一。同一号。

①，一。>0时，即。<:，有d}/dv>0.

②、一。<0时，即。>:，有do/dv<00

而价为。的连续函数，故只有.=z(u=约时，

d必/dv==0

故。二:为0的极值，从。二:前后do /d。的符号变化可知此极值

为极大。

当“=”=:时',0 (u, v)可以积出为:的函数，用Z''-- 0.3396-----

代入可得0的极大值为

价=0;=Ql=0.18711484⋯

在极大值时、=。，即a二b，为旋转椭球体，由此可得
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定理三均匀流体自转平衡时，若

仍2
2汀G口

,QC Q1=0.18711484-二

则平介形状有可能为三轴椭球体。

这种平衡状的.三轴椭球体又称为雅可比体。在

,Q I(I< 0.22467-二

可能为马克洛林体。当然口<口;时也可能为马克洛林体。

第三节洛熙极限

上两节未考虑外力作用，讨论大行星时还可以，讨论卫星形状

时，由于行星的引力大，不优忽略。本节主要讨论卫星情况，而把

行星近似看作球对称分布，即一叮认为是质点。
一)

原点取在卫星质心Q，设s为行星中心，os为二轴方向，卫
星轨道而取为xy平而，并取v9 z轴使二y":',为右手系。设M‘，m

为行星和卫星质量，卫呈从道为圆形，角速率为。，半径为且。则
卫星内部任一点-}' }}9 ?}} N)受到的作用力有

l.卫星(流体)对它引力，位函数为犷;

2, s对它的直接引力，位函数为

二二;

GM‘
r

r2二(x一A)“十n`2+z2 (7.35)

3. s对它的起潮力，起潮加速度位函数可近似地表为

一GM‘二/A2;

4.卫星公转的离心力，

仍2
2

位函数为

(x2+y2)

因此，卫星(流体)的水准面方程为
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M
一
护

口
-
"

犷+口一
2

x+2一(x2+n'2，=
由于卫星很小，故对A,好A,叮A都是小量，
了。故

常数(7036)

可准到三次幂足够

〕
GM尸
r

a1V1尹

A

GJU产A
二二一一

2x
1-- -- ;一十

八

二GM丫卑
、A

+一+
A`

r

,x2+y2十z2
且“

s)x2一y2一:2

)
一
‘

2A3

第一项为常数，可合并到常数项中，再令
a.M/

O11二一A3 (7.37)

则(7.37)式可写为

不r，GJ l
V气，一(2x2一y2一z2+

2
仍1。2.。，2\_

.-- ----又 x一十9一)二
2

常数

但有

扩A3=G(M‘+M)== GM‘(1+P)，p二M/Ml

故得
。a.Al‘，』._‘、，，_

oj“二—万f一又1十产少二.1一11十产)
直.-

代入上面水准面方程得:

2V + (3+P) 0)21x2+p(1) 21y2一。2 1 z2=常数(7.38)

若卫星平衡时表面形状为三轴椭球面，方程为
x2 a-2 + YI-b-2 + Z2-C-2 = 1 (7.39)

由(7,14)式知

V=常数一Px2一Qy 2一_TJz2       (7.40)

代入(7.38)式得水准面方程为

〔2P一(3+") (021 ]X2+C2Q一p()21 1Y2+(2R+(021 ) z2=常数，

而表面也是一个水准面，与(7.39)式比较可得
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(7.41)

、
.
!
1
了
t
夕

2P一(3+P) (02,==Na一'va

2Q一p(021=Nb一“

2R+W 21==N。一2

其中N为比例因子，为常数。三式相加有

2(P+Q+R)一2(l+户)(} 21=N(a一2+b-2+。一2)

但V满足柏松方程，用(7.40)式代入得
一2(P+Q+R)二一4 7rG6

即

P+Q+R-2二G6

代入(7.42)式有

N(a-z+b一’+c一“)=47rGa一2(1+p ) (0 2,

由此可定出因子N，代入(7.41)式的三个式子，其中P，

(7.17)式则得:

(7.42)

(7.43)

Q，R用

(:、、、。){-
J0

，厂羊毛二=2u+〔(3+p)
k1十u})刀

udC

+(1一p)u+(3+p)v〕Q1 (7.44)

，，。、，.�..(   00记Y_。。，，。，，，，，。，，。，i a \ n,  l。
、j `C' th rt }u ).一夕丁一下-分C.0 , 7l一“U T L IL" T 1"(.O一、G -r P` ) 'u J M 1

Jo k1+心勺夕刀

，，，。，，。，、f 00   d}_。_，。、。，，二。，二。%\ n
、1下一切丁.v夕!一万了.  do . T一一‘一、J丁‘尸丁切丁’“，1}4 1

.10 l 1+勺)刀

(7.45)

(7.46)

其中

口，二
0)21

2兀Ga
(7.47)

以:，。分别乘(7.44),(7.45)式后再相减可得:

口1==
uv(v一u) CdC

3v+产(v一u) (1+uC)(1+.C)D丁00o  C (7.48)

代入(7.46)式贝Ij得

。一，一，_._一、.。_‘/_.。、.。。，_.。_，、，_._。.、、，f'" CdC
L'uvkv一'Lb) rt. Svkv一1)rtp、v.fi.cb、'U一'ca rt' 1)J I一     -Alt

J0J少一
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一八一二，‘。。，。、，，，。。。，、:f- Vdc
一’UI V L 4 v一.0一。-r l} }’ u一‘tb) _1{一i"l} 4

Jo                                                                       li"
(7.49)

用这两个式子可求出不同p位时.,Q:的极大位在t't ` 0时，可算击

口，极大时的值为
0.0450347⋯

相应的

u二0.2':)30, 2二0.3009...

也就是说，卫星要使平衡形状成椭球体，必须

Q，镇0.0450347二

即

口，二 Cr) 1_

2尤Ga

-I7，

2}A3汀a
<0.0450347⋯

设行星为球形，半径为Ry密座为af,则

叮，二一生二_7?3 or/

牛一犯入_卜式可得
，，，、

A>2.4553'( u一一)113P1,
\U/

(7.50)

此式找是一汗名的洛熙极7R 0

一般卫星质量很小时，r} ?泣个关系己够了，但若卫星质量大，

t-t A 0.达尔文(G ,11. Dag-win )算出了不同p值的A极限值系数勿
一『

忍

表7.1

扮三二一三日州口二
八娜系黔2. 484}2.485{2.490   2.490{2.502一2,_508一Lr·    }g 14

对于土星环，平均半径为A二2. 3 1.:-V(土星半径)，若环密度不

大于土星密度(实际情况如此)，则不符合(7.50)式，不能形成椭球

一258一



体，分散成观测到的薄环。

第四节不均匀流体的平衡形状问题

前两节只讨论了均匀流体情况，结果只能近似地符合天体实
际。不均匀流体中密度不是常数，情况要复杂得多。相应形状理
论不仅要讨论表面平衡形状，还要讨论内部密度分布。克莱洛首

先提出较系统的理论，以后经很多人的发展而形成较完整理论。本
节只简单介绍克莱洛理论的基本结果，有关克莱洛理论的详细介
绍，可参看梯塞朗，苏被金(M , I' , Subbotin)的著作。有关本世纪

以来的新发展，可参看昌德拉塞卡((S. ChandraSekhar)，列文
(M, L, Levin)穆拉托夫(R, Z, Muratov)的著作(见后参考文
献)。

克莱洛理论中认为不均匀流体的水准面(即等密度面)为旋转

椭球面，并设水准面的密度a和椭率a都是此旋转椭球面到中心

平均距离r的函数，记为a二a (r), a二a (r)。定义

。一:一r3 f ad(T3)0 (7.51)

为由中心到距离r处的平均密度。
二，dD___，二____，
刀‘二一二一;3 r‘刀十梦 -or

dr
(7.52)

克莱洛以这两式为基础，得到下面三个重要结果:
1.当a'二da/dr<0时有

d，_。。。
一下厂犷L犷“刀“a'1夕u
U了-

由此可得

al==da/dr>0

这表明越外面，椭率越大。初始假设。1<0是合理的，即越往中心
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密度越大，符合天体实际情况。

2,若。‘<0，可推出
d

一a --又air。)吸0
U，I-

即ar-3为:的单调减小函数。这表明a随犷增匆，但没育科增
加得那样快。

3.不均匀流体自转平衡时若为旋转椭球体，则表面的椭率
。，应满足条件:

1_//5_
一蕊一梦1气al火一丁一91
‘4

无中

q,=

里面的。为自转角速率，D1

行状都符合这个结果。

仍2

”“4 7rGD;一‘
为整个流体的平均密度。所有行星的

第五节欧拉角和昂多瓦叶变量

从本节起讨论自转理论，仍以刚体地球模型为基础，但不采用
伍拉德1.953年的理论，而是用1977年木下宙的理论为依据，再考
虑非刚性改正问题。

刚体转动的广义坐标选取，传统取法是用欧拉角;但用正则方
程组后，哈密顿函数包含变量较多，增加问题复杂性。1923年，法
国天文学家昂多瓦叶(H , Andoyer)提出一组变量，建议取代欧
拉角，当时未引起注意。50年后，人们才重视这组变量的优点，命
名为昂多瓦叶变量。

工定义、传统刚体自转运动讨论中，用三个欧拉角，表示固定
于刚体.上的坐标系相对于空间惯性坐标系之间的关系。在图7.1

一260一



中，以刚体(地球)质心0作坐标原点，.XYZ为惯性坐标系;xyz为

固定于刚体上的坐标系，一般取为刚体的惯量主轴方向，:轴指北

方，xy为赤道面。对地球而言，:轴称为形状轴，指向形状北极，<r;? l
一>

平面称，I' ` `赤道面。由于套无外力情况下，总动量矩G守恒，图
中G为G在天球上交点QP大圆以G为极。

欧拉角取xy面对.XY面的升交点R处的三个角度:XR二

h了，RX=
/气、

I，OP

必，交角If。但昂多瓦叶变量却联系到三个大圆，取P。二
/.、

二g,XQ=h作为表示刚体的广义坐标。与它们正则共扼的

广义动量，可从动能少来求出:设AP B,G表示刚体对三个惯量
-)

主轴xyz的主,R量矩;。二，。，，。二为自转角速度向量。在二yz轴ll-}.

的分量，则从刚体动力学知。

T=上(A。  2(ox+B岭+C (j)z) (7.53)

-)

而且总动量矩G在二yz轴.上分量即为A。二，_13(0A,, 0。二。
.，1

因。二，。，，。:分别为绕二，Y.9。轴转的角速度大小，而z) g, h
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也;是绕:，G, Z轴转的角速了魔大小。根据投影关系应有

一
r
J︿衅︿

Cv名=

州此，Z, g, h的
丁aTL二一1竺‘

a乙

、一g co:9  G:一h。。:v .Yo!"} z
/、、

一*h帕:;yZ (7.54)

.
了
如
U
;
了
心
.

一
一
一
一

X
y

仍
田

''N仔+ h cos z Z
g
S

0
O

C
e

。
9
。
9

+
+

、
、
，
/

代
侧

尸
O.

行
‘

2
‘
\

f
.
一
一
1
1
夕

共扼变量五，G, 11应为

=、。二a<_}x+凡;，61 (1) y

洲八、

Cos劣z
2广\

巴了
口U

洲产、

刁毋:

a乙

=Ao, y. +Ba),Cos 2/z+C(t)z
2乃、

eOs zz

二G
/八、

口二eCos召召
/、、

e侧G h=公COVJ二0(t)z
二仔

万二G cos GZ=G cos Z

若用Gx , G,'Iy Gz表示G的三分量A。二，Aa)y, Awz则Gz = LD

Z，二 土‘旦
9\厂

G2
一岸一+
A

G

B

2     T,2\

竺一+万-) (7.56)

而且G投影到xy平而上的分量大小为
%/ G呈。一G;=VG2 - D

方向为0到:G大圆延长到与二y大圆的交点方向;此交点应在图
7.1中P点沿二y方向前而90“处，距二轴为90”一Z，距v轴为1,_
因此有

Gx=VG2 - L2 sin Z, G;二V序  2刃      2 CooG -L   , 1            (7.57)
代入(7.56)式得

T二生
2 (一sin 21 + Cos21)  (G2A      B  )一L2)·菩(7.58)

出此可看出，在无外力情况下，T为哈密顿函数，其中不显含云，而

-w不显含9，h，Ho

在很多情况下，还可近似地取A=B，此时T中连b也没有
了，即
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少二一1‘
2\

G“一LJ2

且
一L` 1
c，

(7.59)

这就是用昂多瓦叶变量的优点之一，循环坐标多，便于用正则

方程组讨论。还有一个优点是J为小量，它是地，、、一衫状轴(”抽)与
一)

动量矩轴(G)之间的交角，也就是极移量，大小仅10-“弧度。绝大

多数课题中用了J一次幂就足够了。利用这点也可以使问题简

化。

2.与欧拉角的关系。虽然用昂多瓦叶变量建立运动方程及

解方程都比较简单，但最后表达地球自转的主要课题:地极移功

(瞬时自转轴相对于形状轴的移动);岁差章动(P时自转轴或形状

抽在空间的移动;都要牵涉到形状轴或瞬时自转轴的方向，即图

7.1中的hr.p I s <.f对应形状轴)及相应于瞬时自转轴的hr和几

(图7.1中未标出，但类似)。需要给出hfPIf,hrp Ir表达为昂多

瓦叶变量的关系式。

hf.,If, 0同Z, g, h的关系简单，可从图7.1中三角形pQR，‘之

的三角，三边同这些量有关，由余弦定律’和正弦定律可得:

、
、
产

八
U

八
匕.

7
.

了
气
﹄

、
!
1
1
/
J

cos I f = Co s' 1 oos J一sin .IsinJ

sln(h-，一h,1_sin(co一Z)_

e。Y

仁乌哪一·:5111sin J sin .I

由于J是小量，如只准到J的一阶，则得

、
，
产

飞
~

八
0.

厅
了

了
飞
、

!
计
甘
/

hf=h+J s1.n象+0(J2)
Sln工

If二I+J cos g+O(J2)

0=U+g一J cos I sin g+0(J2)

至于hr, I，同昂多瓦叶变量之间的关系，

先用投影关系求出

要通过hffIf来才。
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八
艺

八
O.

甲
‘

了
‘
、

、
.
万
.
!

必
J

。二=0coszx+ hfcosZx+I f cos
⋯

=0+h f sin " sin I f十I f Cos
二

+hf cos 0sinIf一If sin 0

+h f cos l f 」
八
U
，
价
丫

一
一
一
一

廿
甘
2

仍
仍

、
产
‘

几
O

八
0O

厅
‘

了
.
、

、
!
|
‘
了
|
|
|
|
夕

用它们反过来解出:

h,，二(。二。ind+Wycos")/sinl f

If=。二cos o一。，sin 0

毋一coslfT(。二sin 0+。，cos 0 )+、
Sz n工了

但只准到J一次幂，有

、
!
!
，
口
，
，
叱
1
、

=G二

二Gb

asin Z sin J

acos b sin J

J弓sin Z+0(J3)

J仔Cos Z+0(J3)

=G二二GcosJ二G+O(J2)

X
X
含

仍
仍
田

A
B
C

。=N/。呈十。y十。誉

=.:+0(J2)

11曰2”’祥2’、
二‘/J2‘一黑一sin 21十共二一Cos21.+ro) ?
一V、A`万G，一“

(7.64)

代入上式，又由0=Z+g+O(J),If=I+OU)可得:

、
|
1
一
厂
1
1
·

h了 一才华T「早sin‘sin(‘+。)+琴Cos Zcos(‘+，)了
SZnlLA.一1〕一J

+0(J2)

，，一，(0[署sin‘。。，(‘+，)+号。。，‘sin(‘+。，〕
+0(J2)

0=J。
Cos I

sin I 「
C.，._，，.

一--,}一 s1 n‘sine+9)
艺主

+仍+0(J2)

C，，，_、I
一一� cos }cos }‘+q)!}
力一J一

J
(7。65)
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另外，吸易寸自转轴的赤道对应的“一仪是对于X YZ坐标系的欧
拉角，。与瞬时自转轴重合。若把。分解到Xj7"Z三个坐标抽，
分量为

田二二o) sin h, sin 1,

(1) y=一o) cos h r sin I r

0) Z=(o cos I r

(7.66)

、
‘
.
.
.
了
夕
⋯

同时，又可利用投影关系，把这三个分量表示为h f., If., "的函

数，即

仍二=h f cosZX+If cosRIX+价cos zX

其中R‘为瞬时赤道对XY大圆的升交点，RIX = h f，即

。二二i，cos h f +易  sin h f sin‘，飞
。;二I f sin h，一咨。。。hfsinI (7.67)

代入上式，并用(7.65)式代入，可解出hr sIr，若只准到J一次，则

可得:

/

，
，
.
1
‘
，
一
(
一

于
j

、
，
了g十

，_1，c    c、J

n·二n+}1一一2A一一2B~ ) yin I L”‘，‘y一”:S111 k Gv
+0(JZ)

，，_1口v}  c   c、，，____
Ir=I十‘1一一答专，一4n钾)JLCOS,(1一e cos(2Z+9)〕
一r一’k‘    2A  2B“一‘一口-一’一a“

+0(JZ)

(7.68)

。表示地球偏旁旋转椭球的程度，A二B时，e二0用史密松标准地
球模型数据，

一265一



0二0.00327 =
1

306
(7.69)

从(7.61), (7.68)式看来，瞬时自转轴或形状轴同动量矩轴之

差，仅为引数是g或2Z+g的周期项。因此三个轴的岁差相同，仁

章动项有差别，其中含引数为9的项，系数约。“.忍或。11 .001_,称

为奥波彻(Oppolzer)项。

3.瞬时黄道参考系，以前的岁差章动理论都用固定历元黄迸

坐杆系作OX YZ,由于是惯性系，有其优点。但日为坐标都是和
对一爹二瞬时黄道的;故若用瞬时黄道参考系，则在日月作用的摄动

函数展开(第七章第九节)中，要简单些。这里要进行从固定历元

黄进的昂多瓦叶变量到瞬时黄道参考系的昂多瓦H-V变量的变换，

以及哈密顿函数的相应改变。

图7.2是固定历元黄道，瞬时黄道，以及动量矩轴赤道面之间

的二k系。

动4切赤道

时黄道

1。黄道{

图7.2

定义瞬时赤道面相应的hl, g'为

h'二Yom+MY', gl=g一NY        (7.70)

共中?。为固定历元春分点，?为所讨论瞬时的秋分点;III，二，为瞬

时黄道对历元黄道的欧拉角，由址球运动理论确定，现在仍采用纽

康在1906年定出的值:
、
|
，
夕

sin 7r，girl 11，二5//.341t+off.M 1-1op一of/.000IL9 P

sin 7c:Cos 11 ,=一46//.8381+0 it.5632+of/.OOCj 5J

(7.e'1)

266一



其中t是从1850年起算的时间，以1.00回归年为单位，，。对应
10?-- -da oo.0平春分点。

下面证明旧的L, Z, G, g, H, h到新的L, G1, 9'', If/ ,h'的龙换

足正则变换，需要利用球面三角形MNYI。先给出一个有用的球
)可三角微分公式。

对一般球面三角形，A, B, C为三边;a, b,。为对应三角，1一 :v}据

余弦公式的微分及五元素公式可化出:

da二coy C d b+cos B do+sin bsin0dA     (7.72)

根据图7.2中三角形-41Ny',取a=9一g', b二hf一II I ,“二h一fl Jv

A=二，,B二180“一I, C二I'。代入可得

d(g一g' )=cos 11 d(h‘一17 1)一cos I d(h‘一r l

+sin(h‘一ri，)sin I‘d 7r I
可整理为:

(dg+cos I d h)一(dg‘+cos I‘dh‘)
.「___丁，dnl___』二0nl
rt!U V; '-S 1’—1一了二一一4-7) V王一一共一‘二--

Ld古dt

八
U

一一
王
.
心d

飞
!
.
1
-
J

d汀

一sin(h‘一}11}}inl}带

乘上G，并在dt项中的cos I用下式于七替:

cos I二cos I' cos 7c;一sin Il sin r1 cos(h‘一n，)
(余弦定律)，最后可整理成:

(Gd g+Hdh)一(G'd g+Hld h')+Ed t=。
G‘二G，Ij'=G cos 11，

、=.IY' (1一。0。二I禅具七
Q石

+G'sin I,「 sin二:cos。hl一。，、d_11二
’份‘“‘--一1‘一“”j岁u一’       \‘“          11 Z/一，不、一

_、d汀:飞
一sine‘一111)  ,,1!

Q石J

(7.7)

{(7.74)
f
夕

i
l
t
J

)

J
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(7.73)式表明左端微分式为全微分(-o)，因此由第三章第三节中

的正则变换条件知，L, Z, G, g, H, h到L, 110 GIs glf -HIP hl的变换

为正则变换(其中L, z未变，G实际上也未变)，而且新哈密顿函

数等于旧的加上E，其中二:9 11;作为时间的显函数。

以后为方便起见，新变量仍用L, G, H, l, g, h表示。

第六节刚体地球的运动方程

前面已得动能T及变换为新变量后哈密顿函数增加项E，只

要知道外力产生的势函数后，哈密顿函数就可全部写出，运动方程
就是相应的正则方程组。

l.外面天体引力产生的势函数。与第二章第二节中求天体对

外一质点引力的位函数相同的方法可以求出这里的势函数U。图

7.3中，M‘为外面任一天体(日，月)质量就用M‘表示O为地球质
一)

心，d:为地球体内任一处的体积元，坐标为r=(},Y),D，密度为

a二}(s, }1 } })。则M‘对地球的引力势函数为
'T"r。、，，((x'   6 d.
U=L-f-1V1‘111——

泌J
(刀)

由卜}7.3知
s1 2=R2+r2一2Rr cos H

1一 1 (1}1 R+令一2 r cos HR)一‘

二1R〔1+00，   ir nvl     n二((cos H，J
其中P n (cos H)为“阶勒让德多项式。代入U中得

。GAl M'、1] GM'
工瓦朴‘1以声111

njn，
7; +:厂厂。(COs H)dv(7.75)
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设1Y1‘在同一坐标系(Os -}C

Cos H=

为地固坐标系)中坐标为(x)y,幻，则
X}+yyl+zc

Rr

再把。，y,。换为球坐标(R,(P,(P),(P为经度，So为纬度，(eY)面为形
状赤道面)，即

x=R Cos沪Cos (P，y二R sin势Cos (P，:=R sin (p

与_F式一起代入(7.75)式，先按('的三角多项式整理，与lp有关
的都放在系数中。由于所有}p17" C(包括6)的函数都要在体积积
分后消失，故(7.75)式成为级数，每一项呈下面形式:

1

Rn+1
Fn(势)(Ank COS k势+Bnk sin k(p)(7.76)

这是三个变量分开的形式，可用势函数满足的拉普拉斯方程来最

后解出。以直角坐标表示的拉普拉斯方程为

，丁丁一。2U。a2 V、a2V。
au二之共共+一琴斗~+一琴份乒二0

ax艺                                   ay艺          ax

化为球坐标后，方程形式为

a I D2 air、.1     aI
一-一一二二一工‘—二二一.，，.一—.

a.H、口一况，COs沪a(P、
Cos梦 au、

a(P，

十

为符号简单起见，用“二sin

1    a2 U_八
r一一-二丁下4=v
COSIT d势“

(P，上式可化为

(7.77)

去(R2器)+aac〔(1-- c2 )翻+11- c2 a2 U_
一二一;石，=u
d势“

(7.78)

以(7.77)式作为U的一般形式代入得

F2F3一生了
dR、dR R2杀)+FIF3篇〔(1-0 2)票刁

F，Fs,      d2FQ
十代一一母一一;书半一=u

1一c一Ct(P`

其中F:二F1(R)二
1

Rn+t
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-F2=尸2(势)二F2(c)

F3=F3(0)=An、cos k(p+Bn。5111 1c必

以.F1I.F3 'I入，只宙下F2的方程，可化简为:
。、c}2}}s._dl'[一，_、k".  -1

(1一cZ)二土书瑞兰一2c+}n(n+1)一一止生一一二}F，二0
dc 2一do’L一、一“‘1一c2 j‘

(7.'T 9)

这是一般的勒让德方程，解为缔合勒让德05数:

二二，、，_。一k dk。，、
F2=F2(c)=(1一c) } -2决-P,X(c)二Pn(c)   (7.80)
一‘一‘、一/、‘一/dck一那、一‘一‘’、一‘、‘”“，

其中Pn(c)即勒让德多项式，k二0时

P0n(。)=.Pn(c)

按习惯取地球赤道半长径a为长度标准，口的展开式最后取为:
丁:。，，，「M
v二LTTIV1‘I -二二，~-

L .ft
+M万习

份=1 k=o

an

Rn+1 1 lcn(c)(An。cos IC O

十”二c;一‘0>]
(7.81)

由于取地球质心为坐标原点，容易从(7.15)式中证明，n=1的项
为0。

其中

另外，习惯.L把k=0的项.单独列出(不含(P)，最后写为
TTG叮雌全‘「“co e1，，   s-} n
V=一一干厂~-}i一之z—认--.} z      nC)

丈Z    L    1i曰2丈石”

十下飞夕
日‘门.日J山目州

n=2七=1
共hk、。)(、。、cos、必+B,,,,, sin、0)飞
工1」

(7.82)

in=一An o

不含沪的项与M‘的经度无关，称为带谐项J。称为带谐系数;含
`1的项称田谐项.0 Ank j, Bnk就称为田谐系数。

这是一般展开式，有广泛应用，在本章中只用到少数儿项足够
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了。讨论人造卫星运动时1.L,9  T ) r为人造卫星球少标，上式去掉
_31,的因于后就成为地球对人造卫星引力的位函数。

有了势函数口，地球自转运动方程的哈密顿函数F(因H己

用来作昂多瓦叶变量之一)为:
F二Z'+E一万(7.83)

这是对新昂多瓦叶变量而言。如对按固定历元黄道定义的变量，

式中没有E项。

2.主要项的量级估计。势函数中”二2的项为本章中起主要

作用的项，现单独讨论。先从(7.75)式中，把、二2的项单独提出，
记为(万有引力常数记为a)。

GM/ff__。。，___YT、1

叭“-K3-.@“’一US- 2}COS“，“
其中

P2 (COs H )·粤一。。S2Ho:一冬
L                z

=1一 立si n2H

102二}2S+y) 2+b2

若取睿p "1 p c三个坐标轴，就是地球的惯量主轴，则主惯量矩A, Bg
C应为

‘一皿
。一qr

。乙                  "J

于是有

、7)2+c2)6dv,”一皿(Y2+}2)adv,
(含2+刃“)叮d.

1"'d v.9 二卫一(A+B+C)
2

另外，rsinH为d:到om/的距离，记I为地球绕OJI/轴的转动
‘oIII-量，则有

‘二皿犷2,rin2Har“”
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利用这些关系，

U，二
粤M‘
2丑3

(d+B+0一3.I) (7。84)

再根据转动惯量的转轴定理，设
的方向余弦，这里应有

乙，饥，、为OM‘在o}vc坐标系中

Z==卫
刀，

。二Y -
R’

。二z
几

则有

T一，72、I?一2，。。:一A.lv 2+Bye+Oz2
1.一.:1U  'T" JJ'!lO.rU-1〔一——

月乙

代入(7.84)式为

Ul一粤f

一GM'R3}「

A+B一G 0 j  3     Z2        1、。B一A,V2A j.
一一2一一灭一2一     R2一厄一)个一4-                                                            }.R“一.2月

些二-20,2A+B A(S1.]1o)、旦二生P2(S1.n:)CO`s 2川
乙4J

(7.85)

与(7.82)式中”二2的项比较可得

J:
20一且一B
ZMaZ

A22
B一A

4Ma“
，B22=0

(7.86)

记为

叮=U，+Uz

.U:表示口中除U1外的所有项之和。
哈密顿函数记为:

F=T一Ul+E一Ul

现在粗略估计这些项的量级。
T中可近似地取A二.B二C，则得

(7.87)

(7..88)

T二生一C(,)2
2
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。为地球自转角速度。

在U:中，1.Y1‘为日，月质量都与地球有公转关系，设轨道为圆，

7b/为平均角速度，可从开普勒第三定律近似求出。

以N1‘
五3

M，
万，+Ill

71厂，们，么
万~一兰兰止兰一一
一‘一M/十.1l}

20一A一B
2

后面项更小，暂略去，则
U，1VY, / n,、

一二1.一亡匕一一一一二二二一~一I—一一，
1'卫，+A1、田，

20一A一B
c

(7.89)

其中(G'-.A>/c，或(c一B>/c又称力学椭率，由观侧定出的值约

1/300，因此对月球和太阳分别可得:
U，._.。，、、_.__。，，，*、

布二乏1. U伙月)，5 X lU ok双Pb)
工-

U:中、越大系数越小，可只用含J3项作U:代表，则

。一R几一几勺一矶不
根据测定，Js/i:二2X 10-3，因此可得:

U。，___二，。、___，，，.。。、

一访=4 X 1U’kA’，1U’c不  PH’
从上面各项量级估计，T看作零阶项(无摄动)，口，作为一阶摄动
项，万2作为二阶摄动项。E较难估计，从(7.74)式(其中各量的
“”去掉)，根据汀，，il:的数值，肯定比一阶项更小，木下宙视为
二阶项。

于是地球自转运动方程列出为:

aF_   }t二一
L“一币「，

乙=
fl尸

+一兰二一
;?L

超卉_aF\
—。JI.=一~-，;一}

ag‘a九}

aFaG，“=·aFall了(7”0)
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第七节自由刚体的运动

由上节知，哈密顿函数中T为主要项，最大摄动项只有T的

lo-s_ to-9。在讨论初步地球自转运动时，可以不考虑外力及E
项。这里主要讨论A=B情况，Ak-B时只给出结果。

1.A二B情况，T按(C7.59)式:

T二上
2

G上L2十
A

L2

20

它就是哈密顿函数，不显含Z, 9, h, _.K，故昂多瓦叶变量L, G, .H, h

、
声

曰
.
上

O
U.

厅
‘

了
.
、

、
‘
，
1
1
‘
，

都是常数J OZ., 9为时间的线性函数。

b==1o+nit，9=9o+n}2

n1一‘·aT_ _aL一告一G' - Ac
”2一9一aT·   GaG `~ A

如只准到J的一阶，则有-

L=GcosJ} G n}-, Ow z(7.92)

以上是无外力情况且A=B时。基本结果，可以说明下面结
论:

①G, h, .H = G cos J是常数，表明动量矩了守恒，图?.1中
大圆.PQ不变。形状赤道与动量矩赤道交角J不变。

②因9=9。十”2t } n'2 '_ G/ A-,,，周期为1恒星日，表明
xy平面逆针移动，保持J不变;也就是，轴逆时针绕G轴转动，
周期为1恒星日，半径为Jo

③因U==Zo + nit, n，二一。(C一A)/C二一。/soo，表明。在jig
时针转动，周期约300恒星日。

④可求出自转角速度了-C。二，G)y, 2v,,)，动量矩G - (A.。二，
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Awe, Ow,)以及形状轴
一)一)

，轴的单2z = (0), o

。，表明此三向量共面。G同蔽角为J，
v。2x+。;/。

但L由(7.64)式知

，1)有:(。x 2z)
一)一)

。同，交角为

一》

口.口.

a，.
w一一;--J sin。
’丑 cv y --. A

口

J COs G, (0z乏   (r,) =‘.C”...
(7.93)

代入上式可得

}/衅+.}y二 C，、，
一面一J声>J

月二

由此可得自转轴与动量矩轴间交角为
c二，c一且了
~一气一一.J一J=一J=
丑C

止J
300

一)

即三轴共面，a在中间，自转轴更靠近
(5) (7.93)式也可用于描述自转轴

叫卜

Go
一)~卜

。绕形状轴，的运动，即

极移。在地面，端点(即形状极)处小块地区看作平面，与赤道面

平行，取二轴仍与赤道上。轴平行，9轴则取反方向(习惯取法);

自转极在此(办叭平面的坐标(二，，yp)称为地极坐标。从(7.93)式

可得:

、
声

月
任

0
口.

厅
‘

了
‘
、

、
!
!
仁
l
e
e
Z

，，=令二令J sin‘，
，，=_ Wy(1)一0 J cosA‘

这表明自转极在绕形状极转动，周期约300恒星日，半径约为J
(0".3)。这就是著名的欧拉周期(运动)。

另外，虽然I, J为常数，但图7.1知
cos I.,=cos I cos J一sin. I sin J cos q(7.95)

而g有线性变化。因此1f在变，而且不是时间t的线性函数。故

用If作变量讨论不如用昂多瓦叶变量。
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2.  11 "t" B情况。ZI应采用(7.58)式:

::: 生了sin 21
2、A

Cos21、，。。二。、L“
十一一T一一，cLT-一力“)十一N
万，U

不显含g, h,H。故G, ,h仍为常数;而L不再是常数(相应J
A
H

，.....口.......自月.

不是常数，而I仍为常数)。木下宙引入三个参变量L,    V，
为L,Z,g的主要部份。其中了为常数，而
..........

I=Za+711 t，9=go+712t

911·(去一12..A.一2B )[l一e, 2(38一。J)]L
”:一奋(音+一分)弓十士(音一云一步)(‘+sec仍 e'。一

96)

木一F

7
‘
0

(
义定一J‘即由(7.68)式所定义，是小量。了也由刃二G cos

宙解出了准到e2的结果:

、
声
矛

厅
了

Q
U

!
一
干
|
!
!
夕

.7
.
了
、

令(1+sec2,J)sin2 Z十羲(1+6sec2J一

一
︸
了
‘

一一
，
夕
公

+see 4j)sin4 b

“二9+号see J sing ‘一扮ecJ‘+see 2J)si“‘
‘二了厂1-

+兰
]_6

上无}Z
12

兀os2f一臀七92双1十
.,},一

see 2 J)

七94 J cos4 Z

这样，L, g,乙的变化很复杂，但只在L,了，了的附近变化。其余
三变量G, H Y h仍为常数。相应地极移动公式成为

。，=乒sin，51。‘、
一u)。.，，{

9，二一一。一，sin i cos‘1
夕田夕

(7.98)
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详细推导可参看木下宙1972年文献。

第八节岁差章动方程解法原理

在讨论岁差章动时，必须考虑日月引力，哈密顿函数

尸二T十E一U:一口:

运动方程按昂多瓦叶变量表示，即为(7.90)式。F中除昂多瓦叶

变量L, G, H, z, g, h外，还有日月坐标，看作时间t的已知函数，U

也要展开成这些变量的函数，将在下节进行。

木下宙用掘源一郎的李氏变换方法，即第三章第十节介绍的

用李氏级数定义的正则变换，解地球自转的正则方程组。由于哈

密顿函数尸显含云，要采用非保守系统的掘源一郎方法。

用生成函数W产生出非保守的李氏变换。旧变量p-之L,
G,-H>,q= (1) g,h)变换为

p*=(L气G关，H劳)，q*=(a*，g气h*)
哈密顿函数由F变为.}'气与W一起都表示为零阶项，一阶项，
二阶项。

F = Z'一Ul+E一矶

W=W1+W2

刀釜二.'0。一尸产+F2*

(7.99)

按掘源一郎方法，首先引新入自变量尹，解方程组:

aT  dp补
ap关’dt*

_a1'
=一气万-,X-                  k，(。1uv)

aq”

其中甲内的所有昂多瓦叶变量都要加上.号，这个方程组就是上

节讨论的自由刚体运动方程，已求出积分。为简单起见，尹”只讨论

A=B的情况，这时G气H*, L气沪是常数;Z*.$ gay，为尹的线性函

数，频率为”;，“:，即(7.91)式，只是所有变量加上.号(t也是)。
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U，，U2, E中的各昂多瓦叶变量及t也加。号。口展开为角变量
1*.. g*, h*及云的三角级数，系数为L*， G*， H*的函数(下节)。后
面要把含t*与不含尹部份分开;不含尹的项即不含Z*, g气为长
期部份，含t*的为周期部份。vlt V:中不含尹的为U1，和U28 p
含t*的为U1，和矶 P。于是可列出关系:

F*0二T(其中量加，号)

尸铃二V;，
1

w1=户1 pdt
1' 2‘一Uzs+‘+专tU l+尸!’;YY 1‘·
W2=介:·d‘+音,U1+1' 1”V YT 1‘·

(7.101)

(7.102)

(7。103)

(7.104)

(7.105)

其中已用t代替尹，其中要积分的(7.103),(7.105)式中，昂多瓦
叶变量要代入自由刚体的解。

在(7.104)式中，已把E作为长期项处理，E中有很长的周期
项，如sing 1, sin II:等。但都可以作为长期项处理。

从上面各式求出F}二F产-+- Fl* + F2*, W1, W:后，再解方程
组:

dq*_aF*   dp*_
dt’一dt一’

由于F*中不含1-19，故L气公朴为常数，
dh*   aF*   dH*
dt    a万朴夕dt

aF*

aq苦

问题归结为解:
a尸*

一共而一(7.100)
A铃

这就是岁差方程。

从上式解出h气万劳为云的函数后，

间t的函数，因而可以解:

_尹关二，aF}.卫亡=
dt   aL*’dt

F*中所有的量都成为时

a尸*
aG*

(7。107)
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同Yl'1yF`V:一起，可得到最后的解:

、
少

O
O

八
U

月
.
一.

厅
‘

了
、

、
.
.
|
|
.
/
!
夕

q=q*+
a(YY 1+WI) 1「a评，，二I

十—5一，一苦-:Y犷，t

2 L apw - +J

p二P*一 a(W1+W2)
aq肠

一i }awj
2 L aq""

W,工
二」

此式就是章动的结果;(7.106)式的解是岁差结果，将在后面分别
讨论。

第九节摄动函数的展开

要得到上节的岁差章动解，首先要把口展开为昂多瓦叶变
量和时间的显函数。展开方法不难，但很繁，本节只给出方法原理
和结果。

1.座标系转换。在口的表达式(7.82)p(7.85)式可看出，月

球和太阳的位置为以地球形状赤道面为基础的赤道球坐标(R;.
(p , P)，经纬度(p0p应为赤经，赤纬，常用a(从二起算)f6表示。
要化为瞬时黄道坐标系中的黄道球坐标(R,2,P),又即黄经，p为
黄纬。关系见图7.4，图中给出了历元黄道，瞬时黄道，形状赤

瞬时黄道

动量短赤道

图7.4坐标系转换
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道，动量矩赤道以及天体(日，月)坐标关系的天球图。天体AT I原
坐标为a, a，经度起算点在二处;ry平面为形状赤道上;要逐步化
到以瞬时黄道为基本大圆，经度起算点在tr/(与动量矩赤道交
点)。天体的黄经又是从历元平春分点?。起算。由rA.}}‘向形状赤
道作垂直大圆相交于D1，则MD1=。，初;一。;M'向瞬时黄道作
垂直大圆相交于D2，则./I.MID2=}2y0一M+MD2-;但、(实为变换
后的hl)为YOM + MY，故，D2=2一ho其他量也都标在图上。

现在作变换，用旋转矩阵完成。原M‘对形状赤道坐标系的
方向余弦为((cos a cosy-, COS 6-,An a, sin 6)，变换后对瞬时黄道坐
标系的方向余弦，经度起算点在?，为[ cos, 2一h)cos }, sin(A一h)
'COS (3, sin.用按顺序经四次旋转。①沿形状赤道把二转到P，此为
旋转矩阵-R z ('" 1);②绕P点转到动量矩赤道，旋转矩阵为.R x
(一J);③沿动量矩赤道从尸转到，，矩阵为-- - N(一g);.绕?转
到瞬时黄道，矩阵为Rx(一.L )。公式表示为

〔
cos(A一h)cos月

Sin( A一h)cos月 一一;(一。)二二(-
)

J)-Rz(一1)
。
0
‘
。
0

一
cos

sin (7.109)

且
0
5
优

扛
0
0

5
‘
、

sin a

2.展开过程，口’中a, a，即(7.82), (7.85)式中的必，p，一般
出现形式为

Pll(sina)exp(V一I_ ka )

木下宙给出了把这种a, a球谐函数变换为卜h，月的完整方法，
其中引入了改进的雅可比多项式。这里不具体讲述，可参看他在
1972和1974年发表的文献。

第二步是把日，月的黄道球坐标}'，又  -- h, P表示为轨道恨数
和时间的函数;要用纽康的太阳表和布朗的月球表。木下宙采用
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了厄克尔特(W , J, Eckert)对布朗月球表的改进公式，黄经多20

项，黄纬多30项，视差多110项，精度明显提高。他还用计算机实
现下列各展开式:

专(令)(‘一3sin2}，=E‘”，“。sQM
(令)'
(令)’

sin月Cos月sin(2一h朴)= 习A(M)COSQM
”落

COS2 p COS 2(2一h*)==习A(m)COs Qm
仍

一
丁‘7’110’

其中Q。二k1Zm + k2Zs + k3.F + k4D + k5Q

m=(k，，k2，k3，k4，k5)

zm二月球平近点角

ti，二太阳平近点角

L。二月球平黄经

Ls,=太阳平黄经

口二月球升交点平黄经

F二Lm一口., DS -2二L二一Ls, k5>0

给出的A。为具体数值。由行星摄动，太阳偏心率有长期变化，故
,A..也略有变化，取为

A(')m二A濡+A谧云C7.111)

云为1900年起算的儒略世纪数。两组系数已列表(见木下宙1977
年文献)。

Q。的各引数中只有Q与经度起算点有关。故变量h*以口。一

h*形式出现(代替0) f口。为从历元平春分点起算的升交点经度。
3.口1的展开结果。分为两项:
/a }s。，_:_。、_9f___:T   1、
.—刃.c 2lalu(J )=一二，吸vv; J一一:，一万
\犷，2\3 /

习B. Cos Qm

一_32一”in 2 JE 1] 0n,(e)COS(gm  a-1l一“Qm)
一7只1~~

口口，J尹J‘



立sine J 习
刀乙

习Dm(。)Cos(29一8 QM)

(7.112)

(令)’P2(sin‘’““”2““ 9_，__
一—51n

2
2J习习B,ncos(21一SQ,, )

刀乙E.士1

一3 sin J 习
P=士1

(1+PCOSJ)习互
爪P..:

om(。)

3

4

Os(9+2pl一。QM)

P，￡二士1
(1+PCOSJ)“习

刀乙

Dm(。Cos(2g+2pz一。Q, M)
(7.113)

其中Bm=--音(3 Cos2J一，，“，一于in 21A卜钾n2IAc2m
“.(。，=一含sin 21A(")+合(‘+““。“I)(一‘+2E。。”‘，

A(')m+含“sin I(‘++“cos‘，42)
D_(。)二一与in2 I Ac o)+。sin I (1+。cos I) A(I )

2’.”一

一含(‘+“cos I，’A (2)m
最大摄动项为(7.112)式，其中不显含Z，即A二B时，有摄动

的L也是常数。在这些系数中，月球摄动的
d(0)」(1)
11-(00000)，.11(o   0   0   O   1)

夕，夕，，，夕，

两个系数最重要;第一个形成岁差重要项，第二个形成章动主要

项。
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第十节章动

由生成函数W按(7.108)式给出的新旧变量的关系是章动，
引数是角变量z, g,嵘，IS .9 F, D, Q。主要章动项是W:形成，而且
是A=B情况。本节主要介绍这些结果。AFB时，以及W:形成
的章动项为次要项。

1. A=B时的生成函数W1。按定义是U1，的积分，U1，为
U，的周期部份，即

W，二粤(“一、)JI(af [( }, )3P,2(sin6)]， dt
(7.114)

周期部份即含角变量1s 9f 1m s乙，，尸，刀，口的项它们异时间的线性
函数出现在三角函数中。各量的频率为。，，，:，、，二，"l s .q F工，D1.9 QI o
以(7.112)式代入上式即可积分得W，，因(7.112)式中除“二(COP
Q,0,0,0)时的B。项外都是周期项。积分后可得:

w1=合(3cos2 J一‘，Wio，一1 sin 2JW2，‘’+含sin 2JW1(2)
(7.115)

其中

W1(。’=kf叉会in Q.·
。写:五Cm (e)sin1 n2- E..m(g一QM’
习
C=士1

D二(￡)
2n:一。N二

sin(2g一eQm)

{
‘
一
“
‘
6
)

︺
习
.
习
、

矿，(1)二k'

砰1(2)==k1

2GM‘
。3

==希ini。+

(C一A.)

kZn}。十k3F1十k4D:十kbf2i仍

口
产
甲
了
r
.

，
拓
入
︸
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注意，式中各昂多瓦叶变量都有.号，现略去。

2.章动主要项，在昂多瓦叶变量中，最主要的章动是,dh, ,d几

按通常记号为JO, JE，即黄经章动和交角章动。h是变量之一，可

直接求J则为H=GcosI，而且讨论受迫极移时要用到J的变

化，要用L=GcosJ来求。微商关系有:

、
，
产

行
‘

，
土

1
工.

甲
‘

声
‘
、

，
J
了
|
夕

al
aH一
aJ
aL

1

GsinI’
二之一cos 1

仔

二典一cot J
仔

了
工
一
厂
七
，
J
一
刊
」

气
口
一
︵
口
︹
叮
一
︺
拜

"
(
t
沪
(
沪
(
1
︵
‘
0

1

GsinJ’

如用4h表示h的改正项，即(7.108)式中一阶项。则因w:中未

直接写出L, H, G，只有1.91，有

叮
一
1

们
训
一
︵
.
口

八
口
-

1

Gsinl
一-一皿一研一Jh=

刁I二 aT
a弓 JG+V -LaHJH

二1-

二音(-

1

sinl dH+cot IdG)
1 a评l

.s而了ah一
cot

aaTv，a沙,、
工—口

ag /

}(7.118)
一

以(7.115)式代入即得章动主要项。其他几个量的章动项也可相

应求出，在求奥波彻项和受迫极移时要用到。

、
少
.

O
甘

1
工

1
一.7

户
了
、

、
!
!
I
J
I
|
1
‘
|
|
|
夕

it=

刁g=

1

Glint

1/__、二
~一-; 1 LUTJ
廿\

aW
+cot‘令)

矶
一
缸
皿
一
缸

ji二1 }-_cotj一 awl、
行\sln丈刁石agl

3.形状轴和自转轴的章动主要项。根据(7.61)式，可求出形
状轴章动主要项为
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，;_，;一，f Jsinq、一、
.AU川，-曰·Ad k不而l，!

二A+1_(。。、+J cos。。。)一coal JsingdZ一”’si nI、.一47一’-一v一V' sin2I--一口一r

刀1_ f�==4I+d(Jcosq)}

=刁I+cog夕4J一Jsing}J                     }
(7.120)

又根据(7.63?式可得自转轴的章动主要项为:

且
O

刁'r=刁h

刁I，=刁I

+(1-

十(1-

-卫一_l
几，

里-、
A，

，‘

(刁h，一QjL)

一(7.121)
(刁1了一J几)

J护

J尹

其中因且=丑，略去含一“项。

形状轴，自转轴的章动项与动量矩轴章动项的差，就称为奥波

彻项，即(7.120),(7.121)式中除第一项以外的各项。据木下宙的

计算，奥波彻项中最大项的引数为2尸+ 2SZ2，周期为13.7天，黄经

中的振幅为0".01737，交角的为0扩.00641。

4.受迫极移。由于章动使J和Z有变化使极移有相应的改

正，称为受迫极移，公式为

f
了
.
!

、
、
1
.
.
!

d，一C 4(Jsinl)一寻(cinldJ+Jcosl tll )
、，一C _dB(Jco s Z)二一号(coda‘一Jsin?JZ)

(7。122)

5,章动次要项。木下宙在他的1977年文献中详细讨论了

,,A. =\:B时所增加的项，结果表明，各项振幅都小于Off . 5 x 10'4，对

三个自转轴的章动均无影响。一

W:产生的章动最大项是三阶球函数(n -- 3 )造成·，其中黄经

章动最大项为一6".6 x 10`rocosgm， gm为月球地点经度。其余的
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项可以不予考虑。

第十一节岁差

岁差是昂多瓦叶变量的长期变化，即经过一次李氏变换后的

新变量U气9气h气L气G气H关的变化。
l.运动方程。新哈密顿函数F*是原F中去掉周期项部分，

即(7.102)，(7.104)式:

F，一U1s, F2*一U23+E+令lul+·歹1’aw  1}·
矶。只有一项即(7.112)式中系数为B。的项;木下宙详细研究了

CJ 2，和粤{U1 + Fl*; W,}的所有项，结果也只有一项大于岁差精
一。户:2、‘，“‘”一‘一’”产一’‘一”一’一‘一’-一‘-一’一”-

度，即‘

(立G:U1
、召·’a1。

2C,- A - 13、2/1l t}。。。2I *COS.T_
2‘，ti IN Sdf

(7一123)

其中X121, a;为月球质量和轨道半长径

Al :;;: A是1)00。。。)。〔见(7.111)式〕(7.12.4)
，夕夕，夕

千具可得，

。‘.。。二，/_;3_:_:二‘、「1，，，，。___，二。
r，”十刃2”=It/ S’1 I一-代二一勺l u-J”11一一二一-VI。’`S UV}j -1”一1，

一、2，L

一立M，，sin 2I*一立护。:1112 _T*
2‘一4

+3M'3 M;7b 1,n
M+ml臼马

2c一A一B
2('

___。，‘___二。l，二，/. 3_:__，TAFN
GVrS'}1 "(iV}}'1”」十‘2‘气土一万跳且一“”)
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一音‘“。+‘“。‘，(3cos2l’一‘，
一立S9sin2l*1+E
一、4一」

(7。125)

_~..._。，「.J，，_、dr,

B = Uwsi nl’L一”in(tt’一“‘卜示adt

._，______/二‘。、drI, l.二。，，、____、dll l I
十b1U7t, CON气孙”一’‘111)一一-1 1一一!十.L1’一、1一UV J A 1，—-}一一一.

a石JU‘J

(7.126)

其中，Mo',M,',M2',M3‘是对应月球摄动系数:
71Ar I_A(0)
1.r1 0一1-IL (0 0 0 0 0)0

夕，，，夕

71/T，_A(i)
.lll l一“(0 0 0 0 0)0

，，夕，，

71矛1_i1 (2)
.crl. 2一-4}(0 0 0 0 0) 0

，，，，，

A/!'，_3，(1)
.iri 3一一0)   'C'-(0 0 0 0 0) -0

G，，，护夕

s0} S:与M p', MZ'相同，只是对应太阳摄动
刁S。=A乞0)0。。。。)

，，，夕

kI‘ p棍‘为(7.116)式中的k1挤，‘对月球，凡‘对太阳。
岁差方程即((7.106), (7.107)式。由于岁差要用I气不用

H*，用关系(7.117 )，并取G}=C},，则(7.106)式可化为:

、
，
产

厅
了

Q
自

川
.
土.

厅
才

了
、

、
.
十
‘
|
夕

dh*

dt

aF*

一Casinl*一   al*
dI*

d云

1      aF*
Ccvsinl *_ ah*

这就是传统岁差章动理论中的拍松方程，只是F*中不含周期项。
由于方程中F*=T+F-+i’十r 2气零阶项T中不含h，和H*

故右端有一阶小因子。

根据图7.3可知，h*.9 I#是在秋分点处计量(图中的叼)，不合

传统习惯，现改回春分点处。图7.5为各岁差量的定义。图中绘
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图7.5

出天球上的云。时和t时平赤道以及黄道，，，，。，，，都是春分点，，。，
Y为t。时和t时平春分点，Y1对应黄道不变化情况的云时平春分

点。各种岁差定义如下:(昂多瓦叶定义)

黄经总岁差必二180“一h* yN二(P + 1-11
黄赤交角e*一l*

另外原纽康定义的总岁差为ON!-: VOL，相应日月岁差为0 } Yovi ;"

行星岁差，二，1Y;因此(7.125),(7.127)式可得0,E的方程为:

、
1
1
1
1

nd、
J
产

汀

d必_.R(e)__、_「:_，，!.:二、d7',
dt一一一.sine一一VV U GL7111`，卞工上‘声一亘了一

+sin7r,Cos(。。1)票一(J-00,9
de

d云
____/，。，n、d7r,_:___:_，.r.t-r、d11.
‘UU万}w-,-3 }甲个111)一一;T一一i}1i11L 1 ,5'i且、甲十l11)-一一l r

U石--一Q石

二cos必
d

dt
(sing, cos。，、一。in (1>土

d古
(sin汀，SiI1n，

+:sin 2粤Cos(，+11:)一华
乙U公

(7.128)-
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、
声

O
U

Q
自

，
土.

片
了

了
.
、/

、
1
1
|
|
|
|
|
.

其中R(c)二(Po + P1t)sin E cos e + QOCOS2 E
+犷。(6 0OS2 6一1)sin 8

Po _ k, /(M o
Q。二k11m1‘

_卫L4   f:
2 )+kz，(“。一专S

1
|
|
1
|
尸

B一l.llA
O

-
2

OQ白么
一
丸

fr。二一k1 fm m1
3千m，”

el't必,x。可从图7.4中球面三角关

.
、
产

八
U

n
O

1
1

甲
‘

了
飞
，

!
|
|
1
1
/

.Pt=k2"dS}

除了求(P,。外，还要求出

系推出:

de，。，_、_，____

，百针=“、。)sin。，

sin8l半·R(。)cos，，
sin Elsin x=sin 7rlsin(沪+n:)

J-_1/，。，、_
‘9一n   k T一4)=一

乙

tg x cos(。+。:)/2
cos(“一。，)/2

2。岁差公式。从方程(7.128)式求出严格分析解相当困难。

由干sink 1 cos r 1, sine lsin n:已给出为，的多项式，故在时间不

太长时，各种岁差都可以表示为
地记为:

沪=ht+hl }`}+hrits

议从云。起量)的多项式。先形式

、
J
了

1
一

0
Q

1
上.

厅
‘

J
r
、

、
.
.
!
，
.
.
.
了
十
/

8二-60+a云+a/沪+a //t2

461二。。+bt+bl to+b，t3

0二ft+f !t2+.III L3

x=gt+git2+gflt3

.R(E)=R0(E)+B,(C)t+Rg(6)t2

代入((7.128), (7.130)式，比较t的同次幂系数，可全部求出
(7.131)式中所有系数的表达式，写出太繁而从略，可参看木下宙
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1975年文献。有关岁差常数在后面讨论。

第十二节地球非刚性改正问题

以上理论是以地球为刚体的模型得到的，而地球实际上不是

严格的刚体，表面有水层，固体部份有弹性。从海潮和固体潮的观

测结果可以证实。而地球核心部份，有一定证据认为是流体。·因此，

地球非刚性改正问题，就是地球弹性改正和液核改正。从理论上

来说，要先建立这方面的模型。

地球内部结构的非刚性模型研究，并用于岁差和章动，早在本

世纪50年代就开始。最著名的是英国的捷弗里斯(H. Jeffreys)
和南斯拉夫的莫洛金斯基(S , M . Molodensky )，他们的工作分别

发表在MN, Vol.117, P.142和P.162(1957)o 60年代以来，利

用地震学的观测资料，建立了很多地球非刚性模型，较著名的有十

几种。不同模型是采用不同频率的地震波资料建立起来的。

周期在5秒以下的地震波称为体波(其中纵波又称尸波，横

波又称S波);周期在5秒到1千秒左右的振荡叫面波;周期更长

的叫长周期振荡，其中周期小于1小时的又称为自由振荡。所建

立的地球模型就是地震波资料的反演，现在已建立了全球性台站
网。下面只简单介绍两种影响最大的地球模型。

一种是英国的吉伯特(F.Gilbert)和齐旺斯基(A. M. Dziew-

,onsi ki)根据两套全球地震记录，用数值分析成功地得到1064个自

由振荡的频率;并以此为约束，得到两个不同的地球模型:代号为

10664和1066B。其中在深度为1000公里以上的地慢结构有些

差别，于1975年发表(载Phil, Trans. Roy. Soo. London. A278,

P.187)另一种是齐旺斯基同其他人用上述1064个自由振荡结
果与体波和面波资料一起，于1975年整理成三个模型{代号为
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PEM--O , PEM--A，PEM--C载Phys.Ear七h Planet.Int.Vol二
12.P.12)，后来于1981年归纳整理为一个模型，代号为PREM
(载同一刊物Vol. 25 , p . 29 7 )。这两种模型至今仍有广泛应用。

以弹性和液核的地球模型为基础，可求出相应的章动系数，当-
前有两种具体处理办法。

1.摄动法。以刚体地慢作为基础，形变产生的椭率变化和自
转运动变化作为摄动项，用摄动法解出各相应章动项系数。这里

以莫洛金斯基的方法作为例子，他考虑一种简单的液核结构，用他

自己提出地球模型，用摄动42.解出频率为”的章动项系数“同MIT
体地球相应系数a。的关系为:

、
声
尸

Q
自

八
O

，
占O

甲
‘

了
‘
、

.
/
万
I
l
e
e
s
e
l

瓜
、
.
.
.
.
.
.
.
J

..a=1+0.1124一婴-    (}一4.1)0
a。Id

p二1.7+
41.15

0.2159+
loon

口一n

其中D为地球自转频率(角速度)。由此可求出弹性地球和液核-

在黄经章动'do和黄赤交角章动刁。(即前面的4h和刁乃中的各

项系数。这个结果曾得到公认，在1979年召开的国际天文学联合

会((IAU)第17届大会上，通过的1979 IAU章动理论中，刚体地

球是木下宙的结果，而非刚性地球为莫洛金斯基的结果。

2.广义球函数展开法。由史密斯(M . L. Smith)和瓦尔((J.

M.Wahr)等人提出。从地震波资料谱分析中，周期在70秒到1

小时范围内的振荡约有2000个，以这些震波建立的地球模型称为-

简正模(Normal Mode)。他们选取旋转地球的参考系，建立地球

自转运动方程，并引入柏松方程和弹性的虎克(且ooke)定律作为

基础，史密斯将上述方程线性化后用于研究简正模谱，用广义球函

数展开方法建立了微椭自转地球的简正模理论(载G eophys . J.

RAS. Vol. 37, I'. 491.9 1974)。瓦尔则用史密斯的结果讨论日月引

潮力作用下的章动理论。对任一频率为。章动项，刚体地球的
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振幅为ao，非刚性模型的振幅为a，瓦尔推出下面公式

。一。,,[1+Bo+(。一。·92751)(
B，.B9.

—十一一二~‘

N1一W     CJ 2,一N

万3、
个一一一—I

(0'3一仍/

B 口一仍
.一.

口
口一。3

口
(7.133)

其中B03, J3I' B:是与。无关的常数，。工，。:，603是三个标准频率。

瓦尔用1066.x.模型定出Bo = 0.416,.81-= 0.810, BZ = 0.665, B:二

1.06; a。对应木下宙理论的振幅;w1、 = 2. 478 x 10-'D.,。:=

一1. 0 0 217 14,10, tv3一3. 28 x 10-3.Q。用(7.133)式算出了地球形

状轴的章动公式，已被国际大地沉量和地球物理联合会(工UGG)

推荐，被IAU接受而成为IAU 1980章动公式，具体结果见后面

附表二，瓦尔的理论发表在Geophys, J. RAS. VOI. 64, P. 705,
1981)。

这里附带谈一下地极的自由摆动周期。按第七章第七节的结

果，这个周期I'对应的频率为”，，按(7.91.)式有
A

C一A
ti 305恒星日

汀
一
、
产
.

，
“
一
.
‘

一一
尤
一
1

0
‘
一
妈

一一少

即所谓欧拉周期。但观测定出的周期则为427恒星日，称为张德

勒摆动(Chandler's Wobble)。这个结果反映出地球不是刚体。

在引入表示地球弹性的洛夫数(Love number) k后，相应的周期
9'，应为

m，，l_k、，_~_
1":二1'/!1一一了一刀’追星日

、扮。，-

二445恒星日

其中k由观测定出为0.301，而Ic。为

(口一A)二0.942
G
一
户

汀
冰
一
a

"
.
、
一
口

一一
n
U

，
布

这个周期接近于观测结果。
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第十三节数值表示和新进展

正式采用的岁差章动结果都是用数值表示的，这里简单介绍
最基本的常数确定情况。

岁差基本常数可从(7.128)p(7.129)式求出，就是在t=to(历
元时刻)，黄经岁差中时间t的一次幂系数，记为.f(to)，即

J(‘。)==Pocoseo+Q COS2}Oe44 v%   w一vo (6cos2E。一:)
A1J二石。

U

(7.134)

章动基本常数是章动公式中最大项(引数为D，即月球轨道升交
点黄经)的系数，由(7.118)式及(7,115)p(7.116)式可求出此项系
数为

__lr,/I____

N=-书，tN1 cos 6。一No
‘曰1、

No=A(0， 0。。:)
，，，，

Ni=A{ I((0’。。。:)
，，，，

3COS2,6 0一1
6sin so

N2_:__、\
ee一乃111乙。.

4“，

N2=A飞2)0。。。:)
，，，，

(7.1301-)

君。为云。时的。值。

木下宙采用1976年的IAU天文常数系统所规定的常数值，

取to= 2000.0(见附表一)。
f(2000)==5038".7784/JC

111/叮=0.01230002

m s八3-1+万;)=328900.5

eo=23“25/21Y.448

则算出N二9",2278以及章动公式中全部各项系数，以及五个引

数的变率t
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.

zm(2000)=8328.691425.RcacG/J4',
.

ZS(2000)=628.301940RccdJJC
.

D(2000)=7771.377144Rad/JC
.

F(2000)=8433.466179Rad/JC
.

S2(2000)二一33.757074Ra叮JC

其中JC表示儒略世纪(36525平太阳日)，Rack为弧度。

1980年以后，由于大量精确观测资料的积累，特别是VL.B-`

观测结果，明显发现现采用的章动公式有。n.001量级的偏差。

经分析有下面四种原因:①以前定系数时所用观测资料不够准;

②刚体地球自转理论(指木下宙的)不完善;③瓦尔的计算(非刚
性改正)不够精确;④可能有其他物理因素未考虑到。近年来主
要从下面两种途径进行研究，已有成效。

1.改进刚体地球自转理论。研究者很多，主要有:①捷克
冯德拉克((J. Vondrak)等增加摄动W数展开项数，系数大于
Off .000005的项都计入(结果载Bull. As七ron, Ins七.Czech. Vol.

34,1.'.184和P.311,1983);②朱圣源等(在英国)用更准的月亮
历表ELP 2000(法国Chapront等于1983年完成)及行星历表
VSOP 82(法国Br e七agnan等1982年完成)作基础，重新推一导刚
体地球自转理论，系数准到0'f .00001，使种增加156项，LJ8增·
加76项(结果载A. J 0 Vol 0 98, P.1104 .1989) ;③木下宙等改进自
己原来的工作，一也以历表ELP2000, VSOP82为基础，重新推导，
系数准到0".000005，比②要多十几项，并考虑到某些二阶项(结果

载cm Voi.48,P.187,1990);④德国索菲耳(M, Soffel)等也用
类似方法(结果载cm.Vol,47aP.219.P.219,1990)给出结果;⑤
美国的莎士托克(J , Schastok )用数值方法给出章动系数，上述结
果尚未得到公认。

2.用观测资料直接求出章动改正。1985年以后，出现两种
直接用观测资料(主要是VLBI资料和激光测月观测资料)求章动

294



改正的方法。一种是用观测资料求出每天的黄经章动'do的改

正量64o和黄赤交角章动刁。的改正量64e;一种是直接求出章动

公式中主要项系数的改正量。所谓改正，都是以IAU 1980章动公

式为基础。这方面的具体研究情况，可参考工AU 127th Colloqu-
ium., 1991。现在由IERS (Interna七ional Earth Ro七ation Ser-

vice)的公报IERS Bulletin公布每天的64o和61E，精度可达
0，，.0006。

有关影响章动的其他物理因素:岁差常数偏差，海洋潮效应不
准，地球内部非刚性模型不准等，·正在继续研究中。
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习题

1.设地球表面为旋转椭球面，是一个水准面。定义表面上任

‘一点.P的地理纬度(P为P点内法线与赤道面交角。试证在任一

子午线上，赤道附近地理纬度相差一度的距离，比两极附近相差一

度的距离要小。

2.若流体自转速度在缓慢减小，试讨论'7.1,'7.2中的结论-

是否有变化。

3.试利用((7.23), (7.24)式证明。今。时，也不可能出现长

椭球体((c>a, c>b)成为平衡形状。

4.若行星不是球状对称，而是有很小扁率的旋转椭球体;设-

密度仍为均匀，赤道面与卫星轨道面重合。试讨论相应的洛熙极
限有什么变化?

5.说明用昂多瓦叶变量能否确定地固坐标系Oxyz同空间惯

性坐标系之间的关系?(即确定刚体在惯性坐标系中的方位)。

6.求昂多瓦叶变量的正则共扼广义动量的方法，能否推广到

任意三个角变量情况?

7.用球面三角关系推出(7.72)式。

3.试求出不含J(即只准到J的零阶)昂多瓦叶变量的章动
项。

9.说明行星岁差x的产生原因。
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附录一IAU 1976天文常数系统

高斯引力常数

、定义常数

k=0.01720209895

二、基础常数

光速

天文单位的光行时

地球赤道半径

地球力学形状因子

地心引力常数

引力常数

地月质量比

黄经总岁差(2000)

黄赤交角(2000)

章动常数(2000)

。=299792458米/秒

:，二499S.004782

Cue=6378140米

J:二108263 x 10一s

G E=3.986005x 10“米s/秒8
G二6.672x 10-“米V公斤·秒，
p=0.01230002(1/ai.3007)
p = 5029".0966/回归世纪
E==23026，21u.448

N二9，，.2109

三、导出常数

天文单位

太阳视差

光行差常数

A==CTA=149597870 x 10”米

二-- sin‘(aelA)二8//.794148
is=20，，.49552
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地球扁率

日心引力常数

日地质量比:、
日与地月系质量比

太阳质量

1/f“298.257

GS = 132712348 x 1012米”/秒，
即E=332946·0
习/(1+p)E=328900.5

S= 19891 x 1021公斤

四、行星质量系统(太阳质滋/行A质:a)

水星

金星

火星

地月系

60236000

408523.5

3098710

328900.5

木星

土星

天王星

海王星

冥王星

10.47.355

3498.5

22869

1931.4

3600900
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r像表二IAU1984采用的瓦尔章动公式

周期

(日)

黄经章动

(Off.0001)

交角章动
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广
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引
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2   2

24

4   0

0一2

2一2

22

0   2

4一2

2一2
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0   2

一20

2一1

0   2
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2   0

0一2

29。3

12。8

4.7

9。6

12。7

8.7

23。8

13.1

35.0

13。6

25.4

14.2

9。5

14.2

.34.7
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数

F       D       9

周期

(日)

黄经章动

(0.‘0001)

交角章动

(0.“0001)

、
，
产
，

-
、
r
.
1
甘
口
1
口

(
-
引
.
|

d
.
自
嘴
上
，
二
‘
.
几

一
一

0一2

0   0

0   2

1   0

32。8

4.8

27.3

八
U
八
U
O
自
n
U

表中T为2000年1月1.5日起算的儒略世纪数;引数为1- " )TZ }   V r
is，计算公式为:

I==134’57' 4 6“.733+(1325 r+198’52' 02‘.633)T+31“.310T2

+0". 064T3,

t'=357’31' 39’.804+(99r+359‘03‘01‘224)T一。‘.577T2

一o".012T3,

F=93’16'* 18'v.877+(1342r+82’O 1' 0 3".137)T一13".257T2

+0'.011T气

D=297’51' 01‘.307+(1236x+ 307’06141‘.328)T一6#.891 T2

一0'.019T3

0，125002'40'.280一(5x+ 134’08' 10'. 639)T+7.455T2+0.008T8
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